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ç Ù�ÙØÌ�Í/Ù È ×¦Í#Ë ß Û�Ù�å¤Ô�Î�×#ÑÁÖ�Î ß Ù�ÍÏÜSÍÏÎ�âêÍ ßªß Ô�Õ�Û ß Û ß ÙØÝ�ÞBÍÏÕ�ÙdÛQÙ�ÙØÌ�Í��Ý_×#ÐkÔSâàÞIÙ���Õ È ÜSÍ�Î ßØÈ Ù��QÙ��ÏÝ��fÍ�ÎØâ È Õ é Ë
ÎªÍ�Û�âêâêÑ��xÝ ß Ù�Ì�Û�Þ¡Û�Ü�Û�èSÝ�Í È ÞBÍWÛ�Ô�å�ä)Ì�Û�ÙiÔSá_Ù È ÔSÕ ß ä)Ì_Í�ÎØÍfÛ�âêâIÛ�ÐkÔ�ÝBÙ é Ì_ÔQä�ÙØÌ_Íf×�Û��xÔSÎ ß ÙªÔBÒªì�ÙªÎªÛ�ÞBÍÏÎ ß Û�Õ�Þ/Ð�ÎØÔ�ìSÍÏÎ ß
èSÔSÙfÛ�âêÔSÕ_è#ä È ÙªÌ	ÙØÌ�Í*ÜQÛ�âêÝ_Í�ÔSåGÞBÍ�Î È ÜQÛ�Ù È ÜSÍ ß Í�ÒÏÝ_Î È Ù È Í ß Û�ÙõÙØÌ_Í��IÙØÔBÒzì����_ÒªÌ�ÛSÕ_èSÍ*×¦ÛSÎØìSÍÏÙ ß äfÛ ß Û¡á_Ý
���Ïâ È Õ�è ÈàßØß Ý_Í
Ë ß Ù È âãâDÌ�ÛSÞÁÙØÔ	ÒUÔ�×2Í�ÙªÔ2ÙªÍÏÎØ× ß ä È ÙªÌ æ
�ÓÑ ß ákÍ�Ò È ÛSâ�ÙØÌ�ÛSÕ_ì ß èSÔ¡ÙØÔ� �ÎØÔSå æ"! Î æ$# Ô�â å è'Û�Õ_è�%��ÎzÞBâêÍ é ä)Ì_Ô ß Í�Þ_ÍUÙØÍ�ÎØ× È Õ�ÛQÙ È Ô�Õ é Û�âêÍÏÎØÙØÕ_Í ßØß�é á�Û È ÕBå Ý_âmÐ_ÝBÙ

Ù È ×¦ÍÏâêÑÁÎªÍÏ×�Û�Îªì ß ìSÍ�áBÙ�×2Ídå ÔBÒÏÝ ß ÍWÞ È ÕíÙØÌ Èêß Ö�Í�âêÞíÔ�å ß ÙØÝ�ÞBÑ æ Ë(ÞBÔ¦Ì_Ô�ákÍ�ÙØÌ Èàß ÙØÌ�Í ßØÈêß ä È âêâD× È ÎªÎªÔSÎ(Ì Èêß Í'&mÔSÎØÙ ß�æ
�ÓÑ�Û�á_á�ÎØÍWÒ È ÛQÙ È ÔSÕ ß èSÔ�ÙØÔ( sÎªÔ�å æ�! Î æ �fÍÏÎªÕ�Þ*),+SÕ-�¦Û�Õ�Þ ! Î æ � È èSÐkÍ�ÎJÙ/.dâ È Õ_ìSÍ é å ÎªÔS× ä)Ì_Ô�× Ë�ÎªÍ�ÒUÍ È Ü�Í�Þ

×#Ñ�Ö�Î ß ÙdâêÍ ßªß ÔSÕ ß�é ÛSÕ�Þ È Õ�ÙØÎªÔBÞBÝ�Ò�Ù È ÔSÕ�ÙØÔíÙØÌ_Í�ÛSÎJÙdÔ�åfÒÏÔS×¦á_ÝBÙzÛQÙ È ÔSÕ�Û�â ß ÙzÛQÙ Èàß Ù È Ò ß�æ Ë*Û�× Û�â ß Ô�è�ÎªÛ�ÙØÍÏå Ý_âiÙØÔí×#Ñ
ÒUÔ�âãâêÍ�ÛSèSÝ_Í ß Ô�åkÙØÌ_Í)Ë¢Õ ß Ù È ÙªÝBÙØÍ�ÔSå0�'ÙzÛQÙ Èàß Ù È Ò ß ÛSÕ�Þ21*ìSÔ�Õ_ÔS×¦ÍUÙªÎ È Í(ÛQÙ?ÙØÌ�Í3�Ý�×#Ð�Ô�âàÞIÙ4��Õ È ÜSÍÏÎ ßJÈ Ù5��Ù��ÏÝ2�fÍÏÎªâ È Õ2ä È ÙØÌ
ä)Ì_Ô�× Ë�äfÛ ß á_Î È Ü È âêÍÏèSÍWÞMÙªÔ/å Ý�ÎJÙªÌ_ÍÏÎõ×#Ñ�ÛSÒÏÛ�ÞBÍÏ× È Ò�Û ß á È ÎzÛQÙ È Ô�Õ ß�æ�6 Ì_Í È ÎfÞBÍ ßØÈ ÎØÍ)ÙªÔ¡Í7�_ÒUÍÏâ é ÒÏÔSÕ�ÒÏÍÏÎªÕ�ÛSÕ�Þ¦äfÔSÎzÞ ß
Ô�åiÍ�Õ�ÒUÔ�Ý_ÎªÛSèSÍ�×2Í�Õ�Ù(äõÍ�ÎØÍ/Û2á_âàÛQÙØå ÔSÎª× ÙØÔ¦ÙØÌ_Í/á_ÎªÔSè�ÎØÍ ßØß ÔSåi×#Ñ ß ÙªÝ�Þ È Í ß�æ
Ë#Û�× ß Ù È âêâfâêÔIÔSì È Õ_è�å Ô�ÎMäõÔ�ÎªÞ ß ÙªÌ�ÛQÙ�ÒÏÛ�Õ�Í'�Bá_ÎªÍ ßªß ×#Ñ�èSÎzÛQÙ È ÙªÝ�ÞBÍ	ÙªÔ�×#Ñ�ä È å Í é �Í È ÞBÍ(8�Í�ÎØè�ÍÏÎ é å Ô�ÎMÌ�ÍÏÎ

á�Û�Ù È ÍÏÕ�ÒÏÍ é ákÍÏÎ ß Í�ÜSÍÏÎzÛ�Õ�ÒÏÍ é Û ß äõÍÏâêâ?Û ß ×2Ô�ÎªÛSâiÛSÕ�ÞÓ×�Û�ÙØÍÏÎ È Û�â�Û ßªßØÈêß ÙªÛSÕ�ÒUÍ¡ÙªÌ_ÎØÔ�Ý_èSÌÓÙªÌ_Í2ÑSÍWÛ�Î ß Ë�Ì�Û�Þ�ÙªÔ�Ð�ÛQÙJÙªâêÍ
ä È ÙØÌë×#Ñ�ÛSÒ�ÛSÞBÍ�× È Ò ß ÙªÝ�Þ È Í ßÏæ
ËfÌ_Ô�ákÍ�ÙªÌ_Í¡ÒÏÔSÕ�ÙªÍÏÕ'Ù ß Ô�åiÙØÌ Èêß ÙØÌ_Í ßJÈàß ÞBÔ ß Í�ÎØÜSÍ/Û¦ÒÏÔSÕ'ÙØÎ È Ð_Ý_ÙØÔSÎªÑ	á_Ý_ÎªákÔ ß Í�ÙØÔ¦ÙØÌ�ÍdÖ�ÍÏâàÞíÔSå�Ö�Õ�ÛSÕ�Ò È Û�âD×�ÛQÙªÌ:9

ÍÏ×�Û�Ù È Ò ß�æ

î2ï�ðQñ·ò�óõô�öíï'ðQ÷ùø_ó®ú û�ø_÷�ü�ï'ðOý¦þÓÿ�þ������
�ÓÛSÎªÒzÌ

20th
é �����'�



; <>=@?BAC=@?ED

FHG ómýÏð�I�J$��KSý�òLIkó M
N æ NPO Ü�ÍÏÎØÜ È ÍÏä æ/ædæ/ædæ/ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/æ �
N æ �RQ È ÙªÍÏÎzÛQÙªÝ_ÎØÍ ß Ý�ÎØÜSÍ�Ñ æ/ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/æ S

N æ � æ N  ?ÛQÙØÌ:TIÞBÍ�ákÍÏÕ�ÞBÍ�Õ�ÒUÑ ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/æ S
MVU2W�ýWòLIkóYXdðOòZKSò·ó�[]\^I�J�ïIñL� _
� æ N 6 Ì�Ídá_Î È Ò È Õ_èMÙªÌ_ÍÏÔ�ÎØÑ ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/æ `

� æ N æ N �fÎªÔOä)Õ È Û�Õ�×¦Ô�Ù È Ô�Õ ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/æ a
� æ N æ � 6 Ì_Í #�È ÍÏÕ_ÍÏÎ3 sÎªÔBÒUÍ ßØß ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/æ Nb�

� æ � ç Õ�Û�âêÑ'Ù È Ò� �Î È Ò È Õ_è� sÎªÔBÒÏÍ�ÞBÝ_ÎªÍ ß�ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/æ Nb�
� æ � æ N 6 Ì_Í/Ð_âàÛSÒzìcT:�BÒzÌ_ÔSâêÍ ß  sÎ È Ò È Õ_è2��ÔBÞBÍ�â æ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/æ NcN
� æ � æ � 6 Ì_Í/�(Û�ÎªÔSÕ_Í'T ç ÞBÍ ßØÈ ÛSÕ�Þ # Ì�Û�âêÍÏÑ ç Õ�Û�âêÑ'Ù È ÒdÛ�á�á_ÎØÔd� È ×�Û�Ù È ÔSÕ ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/æ Nbe

� æ e 8�Ý_×¦ÍÏÎ È Ò�Û�â0 �Î È Ò È Õ_è� sÎªÔBÒÏÍ�ÞBÝ_ÎªÍ ßëæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/æ N S
� æ e æ N 6 Ì_Í/� È Õ�ÔS× È ÛSâ O áBÙ È ÔSÕíá_Î È Ò È Õ_è2×¦ÔBÞ_ÍÏâ æ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/æ Ndf

� æ S O ÙªÌ_ÍÏÎ�8�Ý_×¦ÍÏÎ È ÒÏÛ�â ç á_á_ÎªÔ�Û�ÒªÌ_Í ß æ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/æ �
N
� æ S�æ N 6 Ì_Í/g È Õ È ÙªÍ !�È &mÍÏÎªÍÏÕ�ÒÏÍh��ÍÏÙØÌ_Ô_Þ æ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/æ �
N
� æ S�æ � 6 Ì_Í/��Ô�Õ�ÙØÍjifÛ�ÎªâãÔ2� È ×#Ý_âàÛQÙ È Ô�Õ ß�æ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/æ �cf

kPl ��ï�mGðQïon���ïIó$K�úqpíòL��ýÏðQò�ü$��ý�òZI�ó6þrW�Wið�I�ø-Kd��ý�IsU�Wiý�òZI�óYXdðQòLK�ò�ó$[ Mut
e æ N 6 Ì�Í�vsÛSâãÝ�ÛQÙ È ÔSÕ ç âêèSÔ�Î È ÙØÌ�× æ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/æ ec�

e æ N æ N 6 Ì_Í/�(Û ßØÈ Ò���ÔBÞBÍ�â ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/æ ec�
e æ N æ � �s×¦á È Î È Ò�Û�âGÞBÍÏÎ È Ü�ÛQÙ È Ô�ÕÁÔSå�ÛMå ÎØÍbw'Ý_ÍÏÕ�ÒÏÑÁÞ Èàß ÙØÎ È Ð_Ý_Ù È ÔSÕí×�ÛQÙªÎ È � ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/æ e-N

ÈãÈêÈ



È Ü

e æ N æ e ç Õ�Û�âêÑ'Ù È ÒdÒÏÔSÕ ß ÙØÎªÝ�Ò�Ù È Ô�Õ�Ô�å"g�ÎØÍbw'Ý_ÍÏÕ�ÒÏÑ !�Èàß ÙØÎ È Ð�ÝBÙ È ÔSÕx�ÓÛQÙªÎ È ÒUÍ ß æ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/æ e'�
e æ � 6 Ì�Í/Ò�Û ß Í�Ô�å�Ûy��Ý_ÎØÔ�ákÍ�ÛSÕ O áBÙ È Ô�Õ ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/æ ece

e æ � æ N 6(È ×¦Í 6  ?ÛWÑ�Ôz&{��ÛQÙØÎ È � æ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/æ e S
e æ � æ �  sÎ È Ò È Õ_è�Ûy�sÝ_ÎªÔSákÍWÛ�Õ�ifÛ�âêâ®ÔSáBÙ È Ô�Õ ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/æ eof

e æ e 6 Ì�Í/Ò�Û ß Í�Ô�å�ÛSÕ ç ×¦ÍÏÎ È ÒÏÛ�Õ O áBÙ È Ô�Õ æ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/æ eof
e æ e æ N ))ÍWÒUÝ_Î ßØÈ Ô�Õ ß ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/æ eof
e æ e æ �  sÎ È Ò È Õ_è�Û�Õ ç ×2Í�Î È ÒÏÛSÕ�ifÛ�âêâ O áBÙ È Ô�Õ æ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/æ ec|

e æ S iõÔ�×¦á_ÝBÙªÛ�Ù È ÔSÕ�ÛSâ�))Í ß Ý_âãÙ ß2ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/æ e~}
� � Ikó�K�ñL�$��òZI�ó ���

S�æ � æ N ß Ý_×¦×�Û�ÎªÑ æ/ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/æ S �
î2ò ü�ñ�òLI�[�ðQø:W"�®ú � M

æ � æ � � á_âãÔ�ÎØÍ��*Ý�ÛSÕ�ÙªâãÍÏÙ ß�ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/æ ScS
þ l ��ï��rWiñZIu��ï(�Wø_÷]W�ñ�ï�W�ð�I�[�ðQø_÷�K�I�J�ï ���



� � Ds? <�� � ���>��� ACD

� æ N ��w'Ý�Û�âDâãÍ�Õ_è�ÙªÌ(8,TIÞ Èàß ÒÏÎØÍÏÙØÍ�Ù È ×¦Í È Õ'ÙØÍÏÎªÜQÛSâ ß�æ�ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/æ Ndf
� æ �  �Ô ßªßJÈ Ð_âêÍd×¦ÔOÜSÍ�×¦ÍÏÕ�Ù�Ô�å ß ÙØÔ_Òªì	á_Î È ÒUÍ/ÛQÙ)ÙØÌ_Í/Í�Õ�Þ�ÔSåiÍ�Û�ÒªÌ�Ù È ×¦Í È Õ'ÙØÍ�ÎØÜQÛSâ æ ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/æ Nb|
� æ e ç

3
T ß ÙªÍÏáíÐ È Õ_ÔS× È Û�â®âàÛQÙØÙ È ÒUÍ ß ÙªÎØÝ�ÒUÙØÝ_ÎªÍ æ�ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/æ N�}

� æ S � Î È Þ Q Û�ÙJÙ È ÒUÍ ß ÙªÎØÝ�Ò�ÙØÝ�ÎØÍ�å ÔSÎ(Ö�Õ È ÙªÍ¡Þ È &kÍ�ÎØÍ�Õ�ÒUÍ/×2ÍÏÙØÌ_Ô_Þ ßÏæ®æ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/æ ���

Ü



� � Ds? <�� � ������ACD

e æ N 6 Ì�ÍdÎªÍ�TBÒUÔS×#Ð È Õ È Õ_è2Ð È Õ_ÔS× È Û�âmÙªÎØÍ�Í ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/æ e'�
e æ �

5
TIákÍÏÎ È ÔBÞ�g�ÎØÍbw�Ý�ÍÏÕ�ÒÏÑÁÞ Èàß Ù È Ð_ÝBÙ È ÔSÕë×�ÛQÙØÎ È � ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/æ e'�

e æ e ç Õ�Û�âêÑ'Ù È Ò*å Ô�ÎØ×ÉÛ
5
T'ákÍÏÎ È ÔBÞ�Þ Èêß ÙØÎ È Ð_ÝBÙ È ÔSÕë×¦Û�ÙØÎ È � ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædædæ/ædæ/ædæ/ædæ/ædæ/æ ece
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È Õ�ÙªÌ_Í/Õ_Í'�IÙ�ÒªÌ�Û�áBÙªÍÏÎ)Ô�å�ÙªÌ Èàß ÙØÌ_Í ßJÈàßÏæ
ç Õ_Ô�ÙªÌ_ÍÏÎ)ä È Þ_ÍÏâêÑ	ÛSá_á_â È ÍWÞÁ×¦ÍUÙØÌ�ÔBÞ Èàß ä È ÙØÌ�ÙØÌ�ÍdÝ ß ÍdÔ�åGÙØÌ_ÍdÐ È Õ_Ô�× È Û�â®á_Î È Ò È Õ_è2×¦ÔBÞBÍÏâmå ÎØÔ�×ÃiõÔd� é ))Ô ßªß À

))Ý_Ð È Õ ß ÙØÍ È ÕÄ½ N a } a ¾ é Ð�Û ß ÍWÞ�Ô�ÕÁÛ ßØÈ ×2á�âãÍ�Î(Þ Èêß ÒUÎªÍUÙªÍ'9�Ù È ×¦Í�á�ÎØÔBÒÏÍ ßªßÏæ"6 Ì_Í*×�Û�ÙØÌ_ÍÏ×�Û�Ù È ÒÏÛSâ��xÝ ß Ù È Ö�Ò�ÛQÙ È Ô�ÕÁÐkÍÏÌ È Õ�Þ
ÙØÌ Èêß ×¦ÔBÞ_ÍÏâ Èêß ÙªÌ�ÛQÙ#ÙªÌ_Í ß ÙªÛSÕ�Þ_Û�ÎzÞ ß ÑI×2×¦ÍÏÙØÎ È Ò	ÎªÛSÕ�ÞBÔS× ä(Û�âêì é ä)Ì_ÍÏÕ�Û�á�á_ÎØÔ�á_Î È ÛQÙªÍÏâêÑ ß Ò�Û�âêÍ�Þ�ÒUÔ�Õ'ÜSÍÏÎªèSÍ ß ÙªÔ
Ûx�fÎØÔQä)Õ È Û�Õ�×¦ÔSÙ È ÔSÕÅ½ ß ÍÏÍ ß Í�ÒUÙ È ÔSÕ

2.1
¾ æ �ÔOäõÍ�ÜSÍÏÎ é ÙØÌ_Í ß ÙØÎzÛ È èSÌ'ÙJå ÔSÎªäfÛ�ÎªÞ�ÛSá_á_â È Ò�ÛQÙ È Ô�Õ,Ô�åfÙØÌ Èêß ×¦ÍUÙªÌ_ÔBÞ�ÙªÔ

ÜQÛSâãÝ�Í�á�ÛQÙªÌ~TIÞ_ÍÏákÍÏÕ�Þ_ÍÏÕ�Ù�ÔSáBÙ È Ô�Õ ßfÈàß á�ÛSÎJÙ È ÒÏÝ_âêÛSÎØâêÑ	Þ È �	ÒUÝ�â Ù æÁ6 Ì Èêß(Èàß ÐkÍ�Ò�Û�Ý ß Í*ÙØÌ_Ídå ÝBÙØÝ�ÎØÍ¡ÒÏÛ ß Ìr��ÔQä ß ÞBÍ�ákÍÏÕ�Þ
ÔSÕ�ÙØÌ_Í/ÍÏÕ'Ù È ÎØÍ ß ÙØÔBÒzì�á�Î È ÒUÍdá_ÎØÔ_ÒUÍ ßªß ÎzÛQÙªÌ_ÍÏÎfÙªÌ�Û�ÕíÔSÕj�xÝ ß Ù)ÙªÌ_Í�Ö�Õ�Û�â ß ÙØÔBÒzì�á�Î È ÒUÍ é ä)Ì�ÍÏÎªÍÏÝ_ákÔSÕÁÙªÌ_ÍÏÎªÍdÍ'� Èàß Ù

2n

ákÔ ßªßØÈ Ð_âêÍdá�ÛQÙªÌ ß ÙªÔ2ÙØÌ Èêß á_Î È ÒUÍ æ

Ë¢ÕíÙªÌ Èêß ÙØÌ_Í ßJÈàß äõÍ/á_ÎªÍ ß ÍÏÕ�Ù�Û�Õ�ÛSâêÑ�Ù È Ò�Û�â®á_ÎªÔBÒUÍ�Þ_Ý_ÎØÍ ß å ÔSÎ�ÞBÍÏÜSÍ�âãÔ�á È Õ�è2å¤ÎªÍ�w'Ý_Í�Õ�ÒUÑ�Þ Èàß ÙªÎ È Ð_ÝBÙ È ÔSÕ�Û�á_á_ÎªÔ�Û�ÒªÌ_Í ß
ÙØÔÓÜQÛSâãÝ È Õ_èx�sÝ_ÎªÔSákÍWÛ�Õ�Û�Õ�Þ ç ×¦ÍÏÎ È Ò�Û�Õ«×�Û�� È ×#Ý�× ÔSáBÙ È Ô�Õ ß ÔSÕ�ÛÓÞ Èêß ÒUÎªÍUÙªÍ¦Ù È ×¦Í é ÎØÍ'9¢ÒUÔ�×#Ð È Õ È Õ�èëÐ È Õ_ÔS× È ÛSâ
á_ÎªÔBÒUÍ ßØß Ð�Û ß Í�Þ6ÔSÕ6ÙØÌ_ÍÓ×¦ÍUÙªÌ_ÔBÞ ß å ÎªÔS×°8�Í�ÛOÜSÍxÀÆ�IâàÛWÜ È Õ ß ìIÑE½ �����
N ¾ æE6 Ì_Í�Ö�Î ß Ù	á�Û�ÎØÙ	Ô�å�ÙØÌ Èàß ÙØÌ_Í ßJÈàß�Èàß
ÞBÍWÞ È Ò�ÛQÙªÍ�Þ�ÙØÔ2Û¡ÎªÍÏÜ È ÍÏä�Ô�åDÙØÌ_Í�Õ_ÔSÙ È ÔSÕ	ÔSåDá�Û�ÙØÌ:9¢ÞBÍ�ákÍÏÕ�ÞBÍ�Õ�ÒUÑ é ÛSÕ�Þ ß Ô�×2Í*Ô�åDÙØÌ_Í�ákÔSá_Ý_âàÛ�ÎªâêÑMÙØÎzÛSÞBÍWÞ�Í'�_Û�×¦á_âêÍ ß
Ô�å?ÔSáBÙ È Ô�Õ ß�æÇ6 Ì_Í ß Û�×¦Í¡ÒzÌ�Û�áBÙªÍÏÎ�ä È âêâDÙªÎØÍWÛQÙ)ÙªÌ_Í#ÒÏÝ_ÎØÎªÍÏÕ'Ù�Û�á�á_ÎØÔ'ÛSÒzÌ_Í ß ÙØÌ�ÛQÙ�Ì�ÛOÜSÍ/ÐkÍ�ÍÏÕ�Ý ß Í�ÞíÙØÔ	ÜQÛSâãÝ_Í¡á�ÛQÙªÌ:9
ÞBÍ�á�Í�Õ�ÞBÍ�Õ�Ù�Ô�áBÙ È ÔSÕ ß Û�Õ�ÞÁÙªÌ_Í ß ÍÏÙØÐ�Û�Òªì ß Û ßªß Ô_Ò È ÛQÙØÍWÞ	ä È ÙØÌíÙØÌ_Í/Ý ß ÍdÔSå�ÙØÌ_Í ß Í/×¦ÍUÙªÌ_ÔBÞ ß�æ

6 Ì�Í ß Ý_Ð ß Íbw'Ý_ÍÏÕ'Ù?ÒªÌ�Û�áBÙªÍÏÎ ß ÞBÍWÛ�âIä È ÙØÌMÙØÌ_Í(×�Û È Õ#ÙØÌ_Í�×¦ÍfÔSå_ÙªÌ_ÍfÙØÌ_Í ßJÈàß�æ$6 Ì_Í ß Í ß ÍWÒ�Ù È Ô�Õ ß Í�âêÛSÐkÔSÎzÛQÙªÍsÙØÌ_Í(Ý ß Í
Ô�åsÛSÕ�Û�âêÑ'Ù È ÒÏÛ�âDÍ7�Bá_ÎØÍ ßØßØÈ ÔSÕ ß å Ô�Î*ÞBÍÏÜSÍ�âãÔ�á È Õ�è¦ÙØÌ_Í¡å ÎªÍ�w'Ý_ÍÏÕ�ÒUÑíÞ Èàß ÙØÎ È Ð_Ý_Ù È ÔSÕ

A(T )
ÙØÌ�ÛQÙ�ÞBÍ ß ÒUÎ È ÐkÍ ß ÙØÌ�Í¡ÕIÝ_×#ÐkÍÏÎ

Ô�å�á�Û�ÙØÌ ß ÙzÛ�ìSÍÏÕ6Ð'ÑùÙØÌ_Í�ÔSáBÙ È ÔSÕ æ ç ß ÍÏÙ�Ô�å�á�ÛQÙªÌ ß ÍÏÕ�Þ È Õ_è�Û�Ù¦Ù È ×¦Í
T
é ä È ÙªÌ6á_Î È ÒÏÍ

j
Û�Õ�Þ6ÛQÙØÙªÛ È Õ È Õ_è,ÙØÌ_Í

×�Û�� È ×#Ý_×
m
Û�Ù ß ÔS×¦Í2Ù È ×¦Í

t = 0, 1, 2, . . . , T
ä È âãâ�Ì_Í�Õ�ÒUÍÏå¤Ô�ÎJÙªÌ«ÐkÍ�ÎªÍUå Í�ÎØÎªÍ�Þ�ÙªÔÓÛ ß ÛÉÈ7Ê:Ë�Ì:ÍÏÎ æ � È Õ�ÒUÍ�ÙªÌ_Í

å ÎªÍ�w'Ý_ÍÏÕ�ÒÏÑ#Þ Èàß ÙØÎ È Ð_Ý_Ù È ÔSÕ Èàß Ô�ÐBÙªÛ È Õ_ÍWÞ2Û ß ÛdÒUâêÔ ß Í�Þ¡å Ô�ÎØ× ß Ô�âãÝBÙ È ÔSÕ é ÙªÌ_Í)ÜQÛ�âêÝ_Í(Ô�åmÛ��sÝ�ÎØÔ�á�ÍWÛ�Õ2ÔSáBÙ È Ô�Õ Èàß?ßØÈ ×2á�âãÑ
ÒÏÛSâêÒÏÝ_âàÛQÙØÍWÞ,ÐIÑ,ÍÏÜQÛSâãÝ�ÛQÙ È Õ_èëÙªÌ_ÍÁá�ÛOÑSÔz& È Õ�ÍWÛSÒzÌ ß ÍUÙMÔ�å)á�Û�ÙØÌ ß�æ�6 Ì_Í	Í7�BÛ�Ò�Ù#ÜQÛSâãÝ�Í�ÔSå�Û�Õ ç ×¦Í�Î È ÒÏÛSÕ«Ô�áBÙ È ÔSÕ
ÒÏÛSÕ�ÙØÌ�ÍÏÕ�ÐkÍíÒ�Û�âàÒUÝ_âàÛQÙªÍ�Þ�Ð'ÑùÞBÍÏÎ È Ü È Õ_è�Û�Õ�Í'�	Ò È ÍÏÕ'Ù��ÓÛSÎØìSÔQÜ È ÛSÕ«ÎªÍÏâàÛQÙ È Ô�ÕùÛ�×¦Ô�Õ_è�ÙªÌ_Í�Ð�Ý_Õ�ÞBâêÍ ß�é ÙØÌ�Û�Ù2Ý ß Í ß
�xÝ ß Ù*ÙØÌ_ÍMÎªÍ�w'Ý È ÎØÍWÞëÕ'Ý_×#ÐkÍÏÎ�Ô�å ß ÙªÛ�ÙØÍ#ÜQÛSÎ È ÛSÐ_âãÍ ß ½L8�Í�ÛOÜSÍ¤½ N a�a } ¾ é 8�ÍWÛWÜSÍjÀµ�IÙØÍ È ÕÐ½ N aca�` ¾(ÛSÕ�Þ�8�ÍWÛWÜSÍjÀÒÑsÍ
½ N a�aca ¾Ó¾ æ$6 Ì Èàß ×¦ÍUÙªÌ_ÔBÞ¦Ô�åDÒUÔ�×#Ð È Õ È Õ_èdÙªÌ_Í�å ÎØÍbw�Ý�ÍÏÕ�ÒUÑ¦Þ Èêß ÙØÎ È Ð_ÝBÙ È ÔSÕ�ä È ÙØÌ�ÙØÌ_Í�ÎªÍ�ÒUÝ�Î ßØÈ ÜSÍ)×�Û�ÎªìSÔOÜ È Û�Õ2ÎØÍ�âêÛ�Ù È ÔSÕ



S

ÛSÒ�ÒUÝ_ÎzÛQÙªÍÏâêÑ¦á_Î È ÒÏÍ ß �sÝ_ÎªÔSákÍWÛ�Õ�ÔSáBÙ È Ô�Õ ß ä È ÙØÌëÒUÔ�×2á�ÝBÙªÛ�Ù È ÔSÕ�ÛSâmÒÏÔS×¦á_âêÍ'� È Ù¢Ñ	Ô�å
T 3
é ÛSÕ�Þ

T 4
å ÔSÎfÙªÌ_Í ç ×¦Í�Î È ÒÏÛSÕ

ÔSá_Ù È ÔSÕ ß�é ä)Ì_ÍÏÎªÍ
T
ÎØÍ�á_ÎªÍ ß Í�Õ�Ù ß ÛSÕ'Ñ,Ù È ×¦Í�Ì�ÔSÎ È ��ÔSÕ æ g�ÔSÎ#ÙªÌ_Í�á_Ý�ÎØákÔ ß ÍÁÔ�å�ÙØÌ_Í ß Í ß ÙªÝ�ÞBÑ é Í7�BÛS×¦á_âãÍ ß ä È âãâ(ÐkÍ

å ÔBÒÏÝ ß ÍWÞ�ÔSÕ�ÒÏÛ�âêâ ß ÔSÕ�ÙªÌ_Í/×�Û�� È ×�Û é Ì�ÔOäõÍ�ÜSÍÏÎ�Û ß ä È âãâGÐkÍ/×2Í�Õ�Ù È Ô�Õ_Í�ÞíâàÛQÙØÍ�Î È Õ�ÙªÌ Èàß ÙØÌ�Í ßØÈêß�é ÙØÌ_Í¡×2ÍÏÙØÌ_Ô_Þ ß ÒÏÛ�Õ
ÐkÍ/Í'�IÙØÍ�Õ�ÞBÍ�Þ�ÙØÔ�ÜQÛ�âêÝ_Í/Û�âêâ®ÔSÙØÌ_Í�Î(å ÔSÎª× ß ÔSåiá�ÛQÙªÌ:9 Þ_ÍÏákÍÏÕ�ÞBÍÏÕ�Ù�ÔSáBÙ È Ô�Õ ßÏæ

±/²�Ô ÕÖ¸�×$¶�·$Ø�×$Ùr·"¶ÆÚ�Ùr·$´/¶�Û

Ë¢ÕYÙØÌ Èêß�ß ÍWÒ�Ù È ÔSÕ�äõÍÓä È âêâ�Ð�Î È Í'��ÑaÎªÍÏÜ È ÍÏäÉÙØÌ_ÍÓÙØÌ_Í�ÔSÎªÑ�Ô�å/á�ÛQÙªÌ:9¢ÞBÍÏákÍÏÕ�ÞBÍÏÕ'ÙÁÔ�áBÙ È ÔSÕ ß�é ÙØÌ_Í�ÎØÍ�âêÛ�ÙØÍWÞa×¦ÔBÞ_ÍÏÎªÕ
ÒUÔ�Õ�ÒUÍ�áBÙ ß ÔSå�ÒUÔ�Õ�Ù È ÕIÝ_ÔSÝ ß ÛSÕ�ÞíÞ Èàß ÒUÎªÍUÙØÍ�Ù È ×¦Í/×¦ÔBÞBÍ�â ß Û ß äõÍÏâêâGÛ ß ÙØÌ�Í È Î)á_Î È Ò È Õ_è2×¦ÍÏÙØÌ_ÔBÞ ßÏæ

Ü bZÝ)b Ü p <i@_F�Þ(��ADÊ¡AG{���AG{��ß
ç ÕíÔ�áBÙ È ÔSÕ Èêß Û�Õ�Í7�_Û�×¦á_âêÍ�Ô�åiÛ2Þ_ÍÏÎ È Ü�ÛQÙ È ÜSÍ ß Í�ÒÏÝ_Î È ÙxÑ é_ß Ô2Õ�ÛS×¦Í�ÞÁÐkÍWÒÏÛ�Ý ß Í È Ù ß Ü�Û�âêÝ_Í Èêß ÞBÍ�Î È ÜSÍ�Þ	å ÎªÔS× ÙØÌ�Û�Ù)Ô�å
ÙØÌ�ÍMÝ_Õ�ÞBÍÏÎªâêÑ È Õ_è�Û ßªß ÍUÙ æ �fÑ�Û�ÎªÎªÛ�Õ�è È Õ_è�Õ_ÔQäcÙØÔÁÐ�Ý_Ñ�ÛÁÒUÔ�×2×¦ÔBÞ È ÙxÑ È Õ�ÙªÌ_Í#å ÝBÙØÝ�ÎØÍ é ÙØÌ_Í2ÒUâ È ÍÏÕ�Ù�Í�Õ ß Ý_ÎØÍ ß ÙªÌ�ÛQÙ
ÙØÌ�ÍMÙØÌ_Í¦á_Î È ÒÏÍ2ÛQÙdä)Ì È ÒªÌ�Ì�Í¦ÒÏÛ�ÕÓÙªÎªÛ�ÞBÍ Èàß Ö
�BÍ�Þ é ÙØÌ Èàß�Èàß ÙØÌ_Í�ÒÏÛ ß ÍMÔ�åõÛyà'á�â�ã4äzâåÌ é ÙØÌ_Í ßØÈ ×¦á_âãÍ ß ÙdÍ7�BÛS×¦á_âãÍ2Ô�å
ÛëÖ�Õ�Û�Õ�Ò È ÛSâõÞBÍ�Î È ÜQÛ�Ù È ÜSÍ æ ç ß ÙªÛSÕ�Þ_ÛSÎªÞ È �ÏÍWÞ�å Ô�ÎØ× ÔSå(ÙªÌ Èêß å ÔSÎªäfÛ�ÎzÞ«ÒUÔ�Õ�ÙØÎzÛSÒUÙ#ä)Ì È ÒªÌ Èàß ÙØÎzÛSÞBÍWÞ«Ð'Ñ]�Í�Þ_èSÍÏÎ ß�é
�IákÍ�ÒÏÝ_âàÛQÙØÔ�Î ß Û�Õ�Þ ç ÎªÐ È ÙØÎzÛ�è�ÍÏÝ_Î ß�È Õ�Ö�Õ�ÛSÕ�Ò È Û�â�×¦ÛSÎØìSÍÏÙ ßsÈàß ÎªÍUå Í�ÎØÎªÍ�ÞMÙªÔ#Û ß Û3à�Ê:æçÊ:âåÎ æ  ?ÛQÙªÌ:9 ÞBÍ�ákÍÏÕ�ÞBÍ�Õ�ÙfÔSá_Ù È ÔSÕ ß
Û�ÎªÍdÔ�áBÙ È ÔSÕ ß ä)Ì_Ô ß Í/á�ÛWÑ�Ôz& ß Þ_ÍÏákÍÏÕ�ÞëÔ�ÕíÙØÌ_Í#Ì Èêß ÙØÔ�Î È ÒÏÛSâ®ÜQÛSâãÝ�Í ß Ô�åiÙªÌ_Í¡Ý_Õ�Þ_ÍÏÎªâãÑ È Õ_è	Û ßªß ÍÏÙ�ÔOÜSÍ�Î�Û¦è È ÜSÍ�Õ�Ù È ×¦Í
ákÍÏÎ È ÔBÞ�Û ß äõÍÏâêâiÛ ß�È Ù ß ÒUÝ_ÎªÎªÍÏÕ�Ù*ÜQÛSâãÝ_Í æ O ÜSÍÏÎ�ÙªÌ_Í#âàÛ ß Ù�ÙØÍ�ÕÓÑSÍ�ÛSÎ ß ÙØÌ�Í ß Í#ÔSáBÙ È Ô�Õ ß Ì�ÛWÜSÍ#ÐkÍ�ÒÏÔS×¦Í È Õ�ÒÏÎØÍ�Û ßJÈ Õ_è�âãÑ
ákÔSá�Ý_âêÛSÎ È Õ!Í�w'Ý È Ù¢Ñ é ÒUÔ�×2×¦ÔBÞ È ÙxÑYÛ�Õ�ÞBg�ÔSÎªÍ È èSÕÅ���_ÒªÌ�ÛSÕ_èSÍ�×�Û�ÎªìSÍUÙ ß�æ^6 Ì�Í ß ÍÓÔ�áBÙ È ÔSÕ ß Û�ÎªÍ�ÞBÍUÖ�Õ_Í�Þ�Ý ßJÈ Õ_è
Í È ÙØÌ�ÍÏÎdÞ Èàß ÒÏÎØÍÏÙØÍ#Ô�Î�ÒUÔSÕ'Ù È Õ'Ý_Ô�Ý ß á_Î È ÒUÍ ß ÛS×¦á_â È Õ_è é äõÍÏâêâiìIÕ_ÔQä)ÕÓÜQÛSÎ È Û�Õ'Ù ß�È Õ�ÒÏâãÝ�Þ_ÍMâêÔIÔSìo9�Ð�ÛSÒzì é ç ßØÈ Û�Õ é Ð�Û�ÎªÎ È Í�Î
Û�Õ�ÞíÒÏÛ�á�ákÍ�Þ�ÔSá_Ù È ÔSÕ ß�æ
ç Õ�ÔSÎzÞ È Õ�Û�ÎªÑ � ø_ñ�ñhèÓI�ð�Xh��ýdé�Ô�áBÙ È ÔSÕëè È ÜSÍ ß)È Ù ß ÔOä)Õ�ÍÏÎ)ÙØÌ_Í¡Î È èSÌ�Ù�ÙØÔ	Ð_Ý_ÑÄ½ ß Í�âãâê¾fÙØÌ�Í¡Ý_Õ�ÞBÍ�ÎØâêÑ È Õ�èu½

S
¾få ÔSÎ

ÙØÌ�Í ß ÙªÎ È ìSÍdá_Î È ÒUÍ2½
K
¾(ÔSÕ�ÙØÌ�ÍdÍ7�Bá È ÎzÛQÙ È ÔSÕíÞ_ÛQÙªÍ2½

T
¾ é Í'�Bá_ÎªÍ ßªß Í�ÞÁ×�Û�ÙØÌ_Í�×¦Û�Ù È ÒÏÛSâãâêÑÁÛ ß�ë

CT = max(0, ST −K)

PT = max(0,K − ST )

O Õ�ÙªÌ_Í¦Í'�Bá È ÎØÑ�Þ_ÛQÙªÍ éDÈ åfÛSÕ�ÔSáBÙ È ÔSÕ Èàß ÙªÎªÛ�ÞBÍ�Þ�ÔSÕ«Û�ákÔ ßØÈ Ù È ÜSÍ
CT (orPT )

é ÙØÌ_Í¦Ô�áBÙ È Ô�Õ Èàß ÒUÔ�Õ ßJÈ ÞBÍ�ÎØÍ�ÞÓÙØÔëÐkÍ
È Õ�ÙªÌ_Í/×¦ÔSÕ�ÍÏÑ é ÍÏâ ß Í È Ù Èàß Ô�ÝBÙ�Ô�åiÙØÌ_Í/×¦Ô�Õ_ÍÏÑ æÁ6 Ì_Í/ÔSáBÙ È Ô�Õ Èàß ÔSÙØÌ_Í�ÎØä Èàß ÍdÒUÔ�Õ ßØÈ ÞBÍ�ÎØÍWÞ	ÙªÔ¦ÐkÍ/ÔSÕíÙØÌ_Í/×¦Ô�Õ_ÍÏÑ È å
ÙØÌ�ÍdÜ�Û�âêÝ_Í�ÔSåGÙªÌ_Í/Ý_Õ�ÞBÍ�ÎØâêÑ È Õ_è�Û ßªß ÍUÙ

(ST )
Èàß Íbw'Ý�Û�âmÙØÔ2ÙªÌ�ÛQÙ�Ô�å�ÙªÌ_Í ß ÙØÎ È ìSÍ�á_Î È ÒÏÍ

(K)
æ Ë¢Õ�ÙØÌ_Í ß Û�×¦ÍdÒÏÔSÕ�ÙªÍ'�IÙ é



f

ÛSÒ�ÒUÔ�ÎªÞ È Õ_è*ÙØÔ/g�ÎªÛSÕ_ìSÍ é ���ÎzÞBâêÍ,ÀE�Û�å Õ_ÍÏÎ�½ �z�c�
N ¾ é ÙªÌ_Í)Ü�Û�âêÝ_Í(Ô�å®ÛdÒ�Û�âêâBÔ�Õ¦ÛSÕ ç ×2Í�Î È ÒÏÛSÕ2ÔSÎ��sÝ�ÎØÔ�ákÍ�Û�Õ2Ô�áBÙ È ÔSÕ
Û ß Û�å Ý_Õ�ÒUÙ È ÔSÕ�Ô�å*ÙªÌ_Í ß ÙØÎ È ìSÍëá_Î È ÒUÍ

K
Èàß ×2Ô�Õ_Ô�ÙªÔSÕ_Í�Þ_Í�ÒUÎªÍ�Û ßJÈ Õ_è æÅ6 Ì Èêß�Èàß ÐkÍ�ÒÏÛSÝ ß ÍíÙØÌ_ÍÓÜQÛ�âêÝ_ÍëÔSådÛ�ÒÏÛ�âêâ

È Õ�ÒUÎªÍ�Û ß Í ß ä È ÙØÌ�Û¦ÞBÍWÒUÎªÍ�Û ß Í È Õ�ÙªÌ_Í ß ÙªÎ È ìSÍdá_Î È ÒUÍ æ

CK1,T (s, τ) ≥ CK2,T (s, τ)

O Õ�ÙØÌ�ÍdÔSÙØÌ_Í�Î)Ì�Û�Õ�Þ é ÙØÌ�Û�Ù)ÔSå�Ûy sÝBÙ*Û ß ÛMå Ý_Õ�ÒUÙ È ÔSÕëÔSå�ÙØÌ_Í ß ÙØÎ È ì�Í�á_Î È ÒUÍ Èàß ×¦ÔSÕ_ÔSÙØÔ�Õ_Í È Õ�ÒÏÎØÍWÛ ßØÈ Õ_è æ

PK1,T (s, τ) ≤ PK2,T (s, τ)

ä)Ì_Í�ÎØÍ
τ = T − t

Èàß ÙØÌ_ÍdÙ È ×¦ÍdÙØÔ�Í'�Bá È ÎØÑ	ÔSå�ÙØÌ_Í/Ô�áBÙ È ÔSÕ é Û�Õ�Þ
K1 ≤ K2

æ
Q ÍUÙõÙØÌ_Í*×�Ûz� È ×#Ý_×¨½

Mt

¾�Û�Õ�Þ�× È Õ È ×#Ý_×ì½
mt

¾sÜQÛSâãÝ�Í ß Ô�åGÛSÕ	Û ßØß ÍUÙ
S
å ÔSÎ(Û�ÕÁÛ�ÎªÐ È ÙØÎzÛ�ÎªÑMÞ_Û�ÙØÍ

t1
ÔQÜSÍÏÎ�ÙØÌ_Í

Ù È ×¦Í/ákÍÏÎ È Ô_Þ
[0, T ]

Ð�Í

Mt1 = max{St : t1 ≤ t ≤ T}

mt1 = min{St : t1 ≤ t ≤ T} ½ N æ N ¾
ä)Ì_Í�ÎØÍ

T
Èàß ÙªÌ_Í/Í'�Bá È ÎªÑÁÞ_ÛQÙªÍ é Û�Õ�Þ

t = 0
ÞBÍÏÕ�Ô�ÙØÍ ß ÙØÌ�Í/á_ÎØÍ ß Í�Õ�Ù

(0 ≤ t1 ≤ T )
æ

# Í�ÒÏÛ�ÕMÙØÌ_Í�Õ¦Þ_ÍUÖ�Õ_Í�Û�ñZI�I-í�îªüiø
KdííÒÏÛSâãâ�½�ÎØÍ ß ákÍWÒ�Ù È ÜSÍÏâêÑ¡á_ÝBÙ�¾�ÔSáBÙ È Ô�Õ2Û ß ÛSÕMÔ�áBÙ È ÔSÕ2ä)Ì_Ô ß Ífá�ÛOÑSÔz&ÁÞBÍ�ákÍÏÕ�Þ ß
Õ_ÔSÙ	ÔSÕ_âêÑ�ÔSÕ6ÙØÌ_Í�Û ßªß ÍÏÙ�á_Î È ÒÏÍ�Û�Ù�Í7�Bá È ÎªÑ é Ð_ÝBÙ�ÛSâ ß Ô«ÔSÕaÙªÌ_ÍÓ×¦Ûz� È ×#Ý_×ï½ ÎªÍ ß á æ × È Õ È ×#Ý�×2¾�ÜQÛSâãÝ_Í�Ô�å�ÙØÌ_Í
Ý_Õ�Þ_ÍÏÎØâêÑ È Õ_è�Û ßªß ÍÏÙ(ÔQÜSÍÏÎfÙªÌ_ÍdÙ È ×¦Í/ákÍÏÎ È Ô_Þ

[0, T ]

CT = ST −mT

PT =MT − ST

ç ÷�ø:ðDò�÷*�i÷@½ ÎªÍ ß á�ÍWÒ�Ù È ÜSÍ�âãÑ	× È Õ È ×#Ý_× ¾)ÒÏÛSâãâ®Ô�áBÙ È ÔSÕÖ½�ÔSáBÙ È ÔSÕíÔ�Õ�ÙØÌ_Í/Í7�'ÙªÎªÍÏ×�Ûc¾ Èàß)ßØÈ × È âàÛ�Î(ÙØÔ	Û�ÕíÔSÎzÞ È 9
Õ�ÛSÎØÑMÒÏÛSâãâ�½ á_Ý_Ù�¾?ÔSá_Ù È ÔSÕ é Ì_ÔOäfÍÏÜSÍÏÎ?ÙØÌ�Í�á_Î È ÒUÍ�Ô�åkÙªÌ_Í�Ý_Õ�ÞBÍ�ÎØâêÑ È Õ�è¡Û ßªß ÍÏÙsÞBÍ�ákÍÏÕ�Þ ß ÔSÕ2ÙªÌ_Í�Ì Èàß ÙªÔSÎ È Ò�Û�âB×�Ûz� È ×#Ý_×
½ Ô�Î)× È Õ È ×#Ý_× ¾(ÜQÛSâãÝ_Í/Û�ÙJÙzÛ È Õ_Í�Þ�Ð'Ñ	ÙªÌ_Í/ÔSá_Ù È ÔSÕíÔOÜSÍ�ÎfÙªÌ_ÍdÙ È ×¦Í/ákÍÏÎ È ÔBÞ

[0, T ]

CT = max(0,MT −K)

PT = min(0,K −mT )



|

ç KSø
W�W�ï~J�ÒÏÛSâãâ3½�ÔSÎ/á_ÝBÙ�¾dÔSáBÙ È Ô�Õ�ÎªÍÏ×�Û È Õ ß ÛSÕ�Ô�ÎªÞ È Õ�ÛSÎØÑëÔ�áBÙ È Ô�Õ,Û ß âãÔ�Õ_èëÛ ß ÙªÌ_Í¦Ì Èàß ÙØÔ�Î È ÒÏÛSâi×�Ûz� È ×#Ý_×
½ Ô�Î)× È Õ È ×#Ý_× ¾(ÔSå�ÙªÌ_Í/Ý_Õ�Þ_ÍÏÎªâãÑ È Õ_è�Û ßªß ÍUÙ)â È Í ß ÐkÍ�âãÔQä»Û2á_ÎªÍ�ÞBÍÏÖ�Õ_Í�ÞíÝ_á_ákÍ�Î/½�ÎØÍ ß á æ âêÔOäõÍ�Î�¾õÐ�Û�ÎªÎ È ÍÏÎ(á_Î È ÒÏÍ

b
æ Ë å

ÙØÌ�Í/×¦Ûz� È ×#Ý_×¤½�ÔSÎ)× È Õ È ×#Ý�×2¾)Û�ÙJÙªÛ È Õ ß ÙØÌ�Û�Ù�Ð�Û�ÎªÎ È ÍÏÎ é ÙØÌ_Í/Ô�áBÙ È ÔSÕ Èàß ÛSÝBÙØÔ�×¦Û�Ù È ÒÏÛSâãâêÑ�Í7�IÍ�ÎªÒ Èêß Í�Þ æ

CT =







b−K
È å

MT ≤ b

max(0, ST −K)
ÔSÙØÌ_Í�ÎØä Èàß Í

PT =







K − b
È å

mT ≥ b

max(0,K − ST )
Ô�ÙØÌ�ÍÏÎªä Èêß Í

½ N æ � ¾

î2øBðOðQò�ï'ðMÔ�áBÙ È Ô�Õ ß Ò�Û�ÕëÐkÍ/Í7�BÛS× È Õ_ÍWÞ�Ý�Õ�ÞBÍÏÎ�Ù¢äfÔ�× È Õ_Ô�Î�ÒÏÛQÙªÍÏè�ÔSÎ È Í ß7ñ-ò ázã�ËÄäzË�Ì�ó�Ê:æ%ôõá�âxö
÷ÉäzË�Ì�ó�Ê:æÏø
ÒÏÛSâãâh½ ÎªÍ ß ákÍ�ÒUÙ È ÜSÍÏâêÑ«á_ÝBÙ�¾MÐ�Û�ÎªÎ È ÍÏÎMÔ�áBÙ È ÔSÕ ß Û�ÎªÍ	ÙªÌ_Ô ß Í�ä)Ì_Ô ß Í�á�ÛOÑSÔz& Èêß ÙØÌ�Í ß ÛS×¦ÍíÛ ß ÙªÌ�ÛQÙ¦ÔSå*Û�Õ�Ô�ÎªÞ È Õ�ÛSÎØÑ
ÔSá_Ù È ÔSÕ�Û ß âêÔSÕ�è�Û ß ÙØÌ_ÍíÌ Èêß ÙØÔ�Î È ÒÏÛSâ�× È Õ È ×#Ý�×@½ ÎªÍ ß á æ ×�Û�� È ×#Ý�×2¾¡ÔSå)ÙØÌ�Í�Ý_Õ�ÞBÍ�ÎØâêÑ È Õ_è�ÎªÍÏ×�Û È Õ ß ÛSÐ�ÔQÜSÍ{½�ÔSÎ
ÐkÍÏâêÔQä�¾fÛ2á_ÎªÍ�ÞBÍÏÖ�Õ_Í�ÞíÝ_á_ákÍÏÎ�½ Ô�Î)âãÔQäõÍÏÎ�¾õÐ�Û�ÎªÎ È ÍÏÎ(á_Î È ÒÏÍ

b
é Í�â ß Í�ÙØÌ�Í/á�ÛWÑSÔ�& Èêß

0
æ

CT =







max(0, ST −K)
È å

mT > b

0
ÔSÙØÌ_Í�ÎØä Èàß Í

½ N æ e ¾

PT =







max(0,K − ST )
È å

MT < b

0
Ô�ÙªÌ_ÍÏÎªä Èàß Í

½ N æ S ¾

ò á�ã�Ë]ä�Ë�Ìyù�ËÐôõázâxö-÷ÉäzË�Ìyù'ËzødÒ�Û�âêâ4½�ÎªÍ ß á æ á_ÝBÙ�¾)Ð�ÛSÎØÎ È Í�Î)ÔSá_Ù È ÔSÕ ß Û�ÎªÍdÙØÎªÍ�Û�ÙØÍ�Þ�Û ß ÔSÎzÞ È Õ�Û�ÎªÑ	ÔSá_Ù È ÔSÕ ß Û ß
âêÔSÕ_è�Û ß ÙªÌ_Í È Î¡Ì Èêß ÙØÔ�Î È ÒÏÛSâ�×�Û�� È ×#Ý_×�½ ÎªÍ ß á æ × È Õ È ×#Ý_× ¾ ß ÙªÛOÑ ß ÐkÍÏâêÔQäú½ ÔSÎ¡ÛSÐkÔOÜSÍd¾*Ûíá�ÎØÍWÞBÍUÖ�Õ_ÍWÞ�Ð�ÛSÎØÎ È ÍÏÎ

b
é

ÍÏâ ß Í�ÙØÌ_Í/Ô�áBÙ È ÔSÕíá�ÛOÑSÔz& Èàß
0

CT =







max(0, ST −K)
È å

MT < b

0
Ô�ÙØÌ�ÍÏÎªä Èêß Í

½ N æ f ¾

PT =







max(0,K − ST )
È å

mT > b

0
Ô�ÙØÌ�ÍÏÎªä Èêß Í

½ N æ | ¾



}

þ���ò·ø_ó�Ô�Îiþ3ûkï'ðOø-[�ïcîØðQøBýWï/ÔSáBÙ È Ô�Õ ß Û�ÎªÍ�ÔSáBÙ È Ô�Õ ß ä)Ì_Ô ß Í�á�ÛOÑSÔ�&¦Þ_ÍÏákÍÏÕ�Þ ß Ô�Õ/ÙªÌ_Í(Û�Î È ÙªÌ_×¦ÍUÙ È Ò�Ô�Î�è�ÍÏÔS×¦ÍUÙªÎ È Ò
ÛOÜSÍÏÎzÛ�èSÍ)ÔSå®ÙªÌ_Í*Ì Èàß ÙªÔSÎ È Ò�Û�â�á_Î È ÒUÍ ß Ô�å®ÙªÌ_Í*Ô�áBÙ È ÔSÕ ß ÔOÜSÍ�ÎsÙªÌ_Í�Ù È ×¦Í*ákÍÏÎ È ÔBÞ

[0, T ]
æ�6 äfÔ#Ð�Û ßØÈ Ò)Ù¢ÑIákÍ ß ÔSåDÔSáBÙ È Ô�Õ ß

ÒÏÛSÕ�ÐkÍ�Þ Èêß Ù È Õ_è�Ý Èêß Ì_ÍWÞ È Õ�ÙØÌ Èàß ÒUâàÛ ßªß�ñ�6 Ì�Í�ü$ý~Î5Ìzþ ÿ�æçâ ��� Î#ÛOÜSÍÏÎzÛ�èSÍ79�ÎªÛQÙØÍ�ÔSáBÙ È Ô�Õ ß¡È Õùä)Ì È ÒzÌ�ÙØÌ_ÍÁÜ�Û�âêÝ_Í	Ô�å)ÙØÌ_Í
Ý_Õ�Þ_ÍÏÎØâêÑ È Õ_è�Û ßªß ÍÏÙ

ST

Èàß)ß Ý_Ð ß Ù È ÙØÝBÙªÍ�ÞëÐ'Ñ	ÙØÌ_ÍdÙ È ×¦Í¡ÛOÜSÍÏÎzÛ�èSÍ
At

ñ

CT = max(0, AT −K)

PT = max(0,K −AT )

ä)Ì_Í�ÎØÍ

At =
1

t

∫ t

0

Sτdτ
½ N æ } ¾

Ë¢ÕíÙØÌ�Í��,ábä�æ � Ë���þ ÿ�æçâ ��� Î)ÛOÜSÍÏÎzÛ�èSÍ'9 ÎªÛOÙªÍ*Ô�áBÙ È ÔSÕ é ÙØÌ_Í ß ÙØÎ È ìSÍ�á_Î È ÒUÍ Èàß)ß Ý_Ð ß Ù È ÙØÝBÙªÍ�ÞíÐIÑ	ÙØÌ_ÍdÙ È ×¦Í¡ÛOÜSÍÏÎzÛ�èSÍ
At

CT = max(0, ST −At)

PT = max(0, At − ST )

! ÍUÙªÍÏÎª× È Õ È Õ_è#Ûdå�Û È Îs×�Û�ÎªìSÍUÙsÜ�Û�âêÝ_Í)Ô�åDÛ�ÕIÑ#Ô�áBÙ È Ô�Õ¦Ì�Û ß Û�âêäfÛOÑ ß ÐkÍÏÍ�Õ	Ûdá_ÎªÔSÐ_âêÍÏ× È Õ�ÔSáBÙ È Ô�Õ¦á_Î È Ò È Õ_è é�ßØÈ Õ�ÒUÍ
ÙØÌ�Í)Ð�Í�Ì�ÛOÜ È ÔSÝ�Î�Ô�åmÛ*Ö�Õ�Û�Õ�Ò È ÛSâ ß ÍWÒUÝ_Î È ÙxÑ Èàß?ß Ý_Ð:�xÍ�ÒUÙ?ÙØÔ¡Û ß Í�Î È Í ß Ô�åmÒzÌ�Û�Õ_è�Í ß�È Õ2ÙØÌ_Í)×�ÛSÎØìSÍÏÙ ßØÈ ÙªÝ�ÛQÙ È Ô�Õ æ$6 Ì�ÔSÝ_è�Ì
ß ÔS×¦ÍdÔSå�ÙªÌ_Í ß Ídå�ÛSÒUÙØÔ�Î ß ×�ÛOÑÁÐkÍdå ÔSÎªÍ ß ÍÏÍ�Õ é ÙªÌ_Í#Þ È ×2Í�Õ ßJÈ Ô�ÕíÔSå�ÙªÌ_Í È Î�Í7&kÍWÒ�Ù ß ÎªÍÏ×�Û È Õ ß Þ È �	ÒUÝ�â Ù�ÙªÔ�á_ÎØÍWÞ È Ò�Ù æ ç
á�Û�ÙØÌ~TBÞBÍÏákÍÏÕ�ÞBÍÏÕ'ÙdÔSá_Ù È ÔSÕ Èàß á�ÛSÎJÙ È ÒÏÝ_âêÛSÎØâêÑ�Þ È �	ÒÏÝ_â ÙdÙªÔíÜQÛ�âêÝ_Í é®ßØÈ Õ�ÒUÍMÙØÌ_Í2å ÝBÙØÝ�ÎØÍ�ÒÏÛ ß Ì���ÔQä ÞBÍ�ákÍÏÕ�Þ ß ÔSÕ�ÙØÌ_Í
ÍÏÕ'Ù È ÎØÍ/á_Î È ÒUÍdá�ÛQÙØÌëÔ�å�ÙªÌ_Í/ÔSáBÙ È Ô�ÕíÎªÛ�ÙØÌ_Í�ÎfÙØÌ�Û�ÕíÔ�Õj�xÝ ß Ù)ÙØÌ_ÍdÖ�Õ�Û�â ß ÙªÔBÒzì	á_Î È ÒUÍ æ
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6 Ì_Í/âàÛ ß Ù(ÙxäõÔ	ÞBÍ�Ò�ÛSÞBÍ ß Ì�ÛOÜSÍdÐkÍÏÍ�Õë×¦ÛSÎØìSÍWÞÁÐIÑ	ÙªÌ_Í¡Û�á�ákÍ�Û�ÎzÛ�Õ�ÒÏÍ�Ô�å�Þ È &mÍÏÎªÍÏÕ'Ù)ÙxÑ'ákÍ ß Ô�å�ÔSáBÙ È Ô�Õ ß(È ÕíÖ�Õ�ÛSÕ�Ò È Û�â
×�Û�ÎªìSÍUÙ ßÏé ÛSÕ�Þ�ÐkÍ�ÒÏÛSÝ ß Í/ÙªÌ_ÍÏÑ�ÛSÎØÍ#ÛSâãâiÞ_Í ßJÈ è�Õ_Í�ÞëÙØÔ�ÒÏÔOÜSÍ�Î È Õ�Þ È Ü È ÞBÝ�ÛSâiÒ È ÎzÒUÝ_× ß ÙªÛSÕ�ÒUÍ ß�é Û�Õ�Û�âêÑ�Ù È Ò/×¦ÍUÙØÌ�ÔBÞ ß ÙªÔ
á_Î È ÒÏÍdÙØÌ_Í ß Í¡Þ_ÍÏÎ È Ü�ÛQÙ È ÜSÍ ß Ì�ÛWÜSÍ/Õ_Ô�Ù*Û�âêäfÛOÑ ß ÐkÍ�ÍÏÕ�ÛOÜQÛ È âàÛ�Ð�âãÍdä)Ì_ÍÏÕëÙØÌ_Í#ÞBÍÏÎ È ÜQÛQÙ È ÜSÍ ß ÍWÒUÝ_Î È Ù È Í ß ÛSÎØÍ¡ÞBÍÏÜSÍÏâêÔSákÍWÞ æ
�ÔQäõÍ�ÜSÍÏÎ é å�Û È Î(Í ß Ù È ×¦Û�ÙØÍ ß ÔSåDÙªÌ_Í�ÜQÛSâêÝ_Í*Ô�å�ÔSáBÙ È ÔSÕ ß ÒÏÛ�Õ�ÐkÍ�ÔSÐBÙzÛ È Õ_Í�Þ	ÙØÌ_ÎªÔSÝ_è�Ì	ÙØÌ_Í/ÒUÔ�Õ�ÒUÍÏá_Ù ß Ô�å�â � ÿ � þºË�Î7Ê:æçâåä�Í
÷�â ���� Ë��¡ÔSÎ�Û�ÎªÐ È ÙØÎzÛ�èSÍ æ

Ô�²�± ����¶���·$¸��Ç¸���� ×���¶��/·�Û

6 Ì_ÍdÖ�Î ß Ù ß ÙØÍ�á È ÕëÞ_ÍÏÎ È ÜQÛ�Ù È ÜSÍ�á_Î È Ò È Õ_è¦ÒÏÔSÕ ßØÈàß Ù ß ÔSåi×�Û�ì È Õ�è¦Û ßªß Ý_×¦áBÙ È ÔSÕ ß ÛSÐkÔSÝBÙ(ÙªÌ_Í/×¦Û�ÙØÌ_Í�×�ÛQÙ È ÒÏÛSâ®á_ÎªÔBÒUÍ ßØß
èSÔQÜSÍÏÎªÕ È Õ_èëÙØÌ_Í�Ý_Õ�ÞBÍÏÎªâêÑ È Õ_è ß ÙØÔ_ÒªÌ�Û ß Ù È Ò�Ü�Û�Î È ÛSÐ_âãÍ È Õ�ÙØÌ_Í�×¦ÔBÞBÍÏâõÝ_Õ�Þ_ÍÏÎ2ÒUÔ�Õ ßØÈ ÞBÍ�ÎªÛ�Ù È ÔSÕ æ�� � ÿ � Ë�Î7Ê:æZâåäzÍ � æ�� Èàß
ÙØÌ�Í�ÒªÌ�ÛSÎªÛ�Ò�ÙªÍÏÎ Èêß Ù È ÒÁÛ ß ÒÏÎ È ÐkÍ�Þ�ÙªÔ«ÛSÕ È ÕIÜSÍ ß ÙØÔ�Î2ä)Ì_Ô Èêß¦È Õ�Þ È &kÍ�ÎØÍ�Õ�Ù�ä È ÙØÌ6ÎªÍ ß ákÍ�ÒUÙ2ÙØÔ«Î Èàß ìB½Z��ÍÏÎØÙØÔ�Õ é N a }:N ¾ æ
6 Ì Èàß Î Èêß ìo9�Õ_Í�ÝBÙØÎzÛ�âDá_Î È Ò È Õ_è	á_Î È Õ�Ò È á_âêÍ¡ä)Ì È ÒªÌÓäfÛ ß á È ÔSÕ_ÍÏÍ�ÎØÍWÞíÐ'Ñ�iõÔb�ëÛSÕ�Þ()�Ô ßªß ½ N a }z| ¾ È Õ�Þ È ÒÏÛ�ÙØÍ ß ÙØÌ�Û�Ù*Û�ÕIÑ
ÞBÍ7��ÛQÙªÍ�Þ�Û ßªß ÍÏÙ	á_Î È ÒUÍ ß Ì_ÔSÝ_âàÞ6ÐkÍ�Û�×�Û�ÎØÙ È Õ_è�ÛSâãÍ æ ç ÎØÐ È ÙØÎzÛ�è�ÍëÔ�á_ákÔSÎØÙØÝ_Õ È Ù È Í ß ÒÏÛSÕ_Õ_Ô�ÙÁâêÛ ß Ù	å ÔSÎÁâêÔSÕ_è È Õ�Û�Õ
Í'�	Ò È Í�Õ�Ù¡×�Û�ÎªìSÍUÙ é ÙØÌ Èàß/Èêß ÐkÍ�ÒÏÛSÝ ß ÍMÙØÌ�Í�ÒÏÔS×#Ð È Õ�ÛQÙ È ÔSÕ�ÔSåõÙØÌ_Í�á_ÎªÔ�Ö_Ù È Õ�ÙªÍÏÕ�Ù È Ô�Õ ß Û�Õ�Þ�Õ�Í�Û�ÎªâêÑ È Õ ß ÙzÛ�Õ'ÙªÛ�Õ�ÍÏÔSÝ ß
ÙØÎzÛSÞ È Õ_è�ä È âãâ�Û�âê×¦Ô ß Ù�Û�âêäfÛWÑ ß âêÍ�Û�Þ�ÙØÔ	Û�ÒÏÔSÕIÜSÍÏÎªèSÍÏÕ�ÒUÍ�ÔSå�á_Î È ÒÏÍ ß)È ÕíÙªÌ_Í¡×¦ÛSÎØì�ÍUÙ ß�æ�6 Ì_Í/×¦Ô ß Ù È ×¦ákÔSÎØÙªÛSÕ�Ù�Ý ß Í
Ô�å�ÙªÌ_Í/Õ_Ô�Ù È Ô�ÕíÔ�åiÎ Èêß ì	Õ_ÍÏÝ_ÙØÎzÛ�â È ÙxÑ�ÙªÔ¦Ý ß)Èêß)È Ù ß Û�á_á_â È ÒÏÛQÙ È ÔSÕÁÙªÔ¦Î Èêß ì	Õ_ÍÏÝBÙªÎªÛSâ®ÜQÛSâãÝ�Û�Ù È ÔSÕ�á_ÎªÔSÐ�âãÍ�× ß ä)Ì È ÒzÌíä È âãâ
ÐkÍ/ÎØÍ�Ü È ÍÏäfÍ�Þ È Õ�ÙªÌ_Í/Õ_Í7�'Ù ß Í�Ò�Ù È ÔSÕ æ
6 Ì�Í/á_Î È ÒUÍ/Ô�å?ÛSÕëÔSáBÙ È Ô�Õ Èêß Ù¢ÑIá È ÒÏÛSâêâãÑíÛ¦Õ_ÔSÕ:9 â È Õ_ÍWÛ�Î(å Ý_Õ�Ò�Ù È ÔSÕ�ÔSåiÙØÌ_Í¡Ý_Õ�ÞBÍÏÎªâãÑ È Õ_è	Û ßªß ÍÏÙ/½·Û�Õ�Þ�ÛSÞ_Þ È Ù È Ô�Õ�Û�â

ÜQÛSÎ È Û�Ð�âãÍ ß(ß Ý�ÒªÌ�Û ß(È Õ�ÙªÍÏÎªÍ ß Ù�ÎzÛQÙØÍ ßÏé�ß ÙØÎ È ìSÍ é ÍUÙªÒ æ ¾ æ Ë¢Õ�ÛSÒUÙØÝ�ÛSâmå�Û�Ò�Ù é ÙØÌ_Í¡ÐkÍÏÌ�ÛOÜ È Ô�Ý_Î)Ô�å?Û¦Õ_Ô�ÎØ×�Û�â ß ÙªÔBÒªìÁÔ�áBÙ È ÔSÕ
`



a

È ÕëÖ�Õ�Û�Õ�Ò È Û�â�×¦ÛSÎØìSÍÏÙ ß�Èêß ìIÕ_ÔQä)ÕíÙªÔ�å ÔSâêâêÔOä^Û(ÿ�æ á �! ä�ÿ�æ �� ÷�âåá � Î�ÿ�ÿ é®ßJÈ Õ�ÒÏÍ È Ù ß ÜQÛ�âêÝ_Í#ÒzÌ�Û�Õ_è�Í ß ÔQÜSÍÏÎ�Ù È ×¦Í È Õ�Û�Õ
Ý_Õ�ÒÏÍÏÎØÙªÛ È Õ,äfÛOÑ æ ç ß ÛëÒUÔ�Õ ß Í�w'Ý_ÍÏÕ�ÒÏÍ2ÔSåõÙØÌ Èàß¡ß ÙØÔBÒzÌ�Û ß Ù È Ò2á_ÎØÔ�ákÍÏÎØÙ¢Ñ é ÔSáBÙ È Ô�Õ,á_Î È ÒÏÍ ß ÒÏÛSÕ,ÐkÍ¦Í�ÜQÛ�âêÝ�Û�ÙØÍ�Þ�å ÎØÔ�×
Þ Èàß ÒÏÎØÍÏÙØÍ¦Ù È ×¦ÍÁÛ ß äõÍÏâêâ�Û ß ÒUÔSÕ'Ù È Õ'Ý_Ô�Ý ß Ù È ×¦Í	ákÍÏÎ ß ákÍ�ÒUÙ È ÜSÍ ß�æ ç Õ�Í7�BÛS×¦á_âãÍ�Ô�å)Û ß ÙØÔBÒzÌ�Û ß Ù È Ò2á�ÎØÔBÒÏÍ ßªß ÙªÌ�ÛQÙ Èàß
ákÔSá�Ý_âêÛSÎØâêÑ�Ý ß ÍWÞ È Õ�Ö�Õ�ÛSÕ�ÒUÍ¡ÒUÑBÒUâêÍ ß(Èàß ÙªÌ_Í#"{ä�â � á%$%÷�âåá � Î'ÿ�ÿ æ
ç �ÓÛSÎØìSÔQÜ	ÎØÍ�âêÛ�Ù È ÔSÕ Èêß Û¦á�Û�ÎØÙ È ÒUÝ_âàÛ�Î(ÙxÑIákÍ/Ô�å ß ÙØÔBÒzÌ�Û ß Ù È Ò�á�ÎØÔBÒÏÍ ßªß ä)Ì�ÍÏÎªÍdÔ�Õ_âãÑÁÙØÌ_Í¡á_ÎªÍ ß ÍÏÕ�Ù�Ü�Û�âêÝ_ÍdÔSåiÙØÌ_Í

ÜQÛSÎ È Û�Ð�âãÍ Èàß ÎØÍ�âãÍ�ÜQÛ�Õ'Ùfå¤Ô�Î(á_ÎªÍ�Þ È ÒUÙ È Õ_èMÙªÌ_Í�å ÝBÙªÝ_ÎØÍ æÁ6 Ì_Ídá�Û ß Ù)Ì Èàß ÙªÔSÎªÑ�Ô�åGÙªÌ_ÍdÜ�Û�Î È ÛSÐ_âêÍ�Û�Õ�Þ	ÙªÌ_Ídä(ÛWÑ È Õíä)Ì È ÒzÌ
ÙØÌ�Í�á_ÎªÍ ß ÍÏÕ'Ù/Ì�Û ß ÍÏ×¦ÍÏÎªèSÍ�Þ�å ÎªÔS× ÙªÌ_Í	á�Û ß Ù Èêß/È ÎØÎªÍÏâêÍÏÜ�Û�Õ'Ù æ ç Õ�Í'�_Û�×¦á_âêÍ�Ô�å)Û(�ÓÛSÎØìSÔQÜÓá_ÎØÔBÒÏÍ ßªß�Èàß ÙØÌ�Í�äõÍ�âãâ
ìIÕ_ÔQäE�fÎªÔOä)Õ È Û�Õ�×¦Ô�Ù È Ô�ÕëÛ�â ß Ô2ÎªÍUå Í�ÎØÎªÍ�Þ	ÙØÔ	Û ß ÙØÌ�Í'& � Î7Ë�Î7â)(Çâåá � Î�ÿ�ÿ æ
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6 Ì_Íh�fÎªÔQä)Õ È ÛSÕÁ×¦Ô�Ù È Ô�ÕíÒ�Û�ÕíÐkÍ/ÒUÔ�Õ ß ÙªÎØÝ�Ò�ÙØÍWÞÁÐIÑÁÒÏÔSÕ ßØÈ ÞBÍ�Î È Õ_è¦Û ßJÈ ×¦á_âãÍ ß ÑI×¦×¦ÍUÙªÎ È Ò*ÎzÛ�Õ�ÞBÔS× äfÛ�âêì�å ÎØÔ�× Û�Õ
Í'�_ÛS×2á�âãÍ È Õ'ÜSÔSâêÜ È Õ�è/Û ß Íbw�Ý�ÍÏÕ�ÒUÍ)ÔSåkÎªÍÏákÍWÛQÙªÍ�Þ#ÙªÔ ßªß Í ß Ô�å®Û�å�Û È Î�ÒUÔ È Õ æ�# Í�âãÍÏÙ?ÙªÌ_Í�ÎªÛSÕ�ÞBÔS× ÜQÛSÎ È Û�Ð_âêÍ

Xi

ÞBÍ�Õ_Ô�ÙªÍ
ÙØÌ�Í/Í�w'Ý�Û�âêâêÑ	â È ìSÍÏâêÑ	Ô_ÒÏÒUÝ�ÎØÎªÍÏÕ�ÒÏÍ*ÔSå�Û��Í�Û�Þ�ÔSÎ 6 Û È âDÛQå¤ÙªÍÏÎ)ÍWÛSÒzÌ�ÙØÔ ßªß Ô�å�ÙªÌ_Í¡ÒUÔ È Õ ñ

Xi =







+1
È å

H
é ÙØÌ_ÍdÙªÔ ßªß Ñ È ÍÏâàÞ ß �Í�Û�Þ

k

−1 Ô�ÙØÌ�ÍÏÎªä Èêß Í
½ � æ N ¾

g�ÎØÔ�× ÙªÌ_Í#ÔSÎ È è È Õ�ÛSâ ß ÙªÛSÎJÙ È Õ_è�ákÔ È Õ'Ù�ÔSå
0
é ÙØÌ�Í¡ÎªÍ ß Ý_âãÙ�Û�å¤ÙØÍ�Î

n
ÙØÔ ßØß Í ß ä È âêâGÐkÍ#è È ÜSÍÏÕ�Û ß

Yn =
∑n

i=1Xi

æ,6 Ì Èàß
ÎzÛ�Õ�ÞBÔ�× á_ÎªÔBÒUÍ ßØß {Yn, n = 0, 2, . . . , N}

ÞBÍ ß ÒÏÎ È ÐkÍ ß ÙªÌ_Í/Í�Õ�Ù È ÎªÍ/ÒÏÔ È Õ�ÙØÔ ßØßØÈ Õ�è2á_ÎªÔBÒÏÍ ßªß ÔOÜ�ÍÏÎ(Ù È ×2Í æ46 Ì_Í�ÎØÍÏå ÔSÎªÍ
ÙØÔ�ÒÏÛ�ÎªÎªÑ¦ÔSÝBÙ(ÙØÌ_Í

N
T ß ÙØÍ�á ßfÈ Õ�Ù È ×¦Í

T
é Í�Û�ÒªÌ ß ÙØÍÏá�ÙªÛSìSÍ ß

∆t = T/N
Ù È ×¦ÍdÝ_Õ È Ù ß�æ � È Õ�ÒUÍ�ÙØÌ�Í�Ô_ÒÏÒUÝ�ÎØÎªÍÏÕ�ÒÏÍ ß ÔSå

�ÍWÛSÞ ß ÔSÎ 6 Û È â ß Û�ÎªÍ È Õ�ÞBÍÏákÍ�Õ�ÞBÍÏÕ'Ù�ÍÏÜSÍÏÕ'Ù ß�ß Ý�ÒzÌ�ÙªÌ�ÛQÙ
E[X] = 0

Û�Õ�Þ
V ar[X] = 1

é_È å�äõÍ/âãÍÏÙ
N →∞ é

E[Yn] = 0, var[Yn] = n

g�ÔSâêâãÔQä È Õ�è�ÙªÌ_ÍÓÒUÍ�Õ�ÙØÎzÛ�â�â È × È Ù	ÙØÌ_Í�ÔSÎªÍÏ× éõÈ å
N
Èàß âêÛSÎØè�Í�Í�Õ_ÔSÝ�èSÌ é

YN/
√
N
Ì�Û ß Û�á�á_ÎØÔd� È ×�Û�ÙØÍÏâêÑùÛ,Õ�ÔSÎª×¦ÛSâ

Þ Èàß ÙªÎ È Ð_ÝBÙ È Ô�Õ�ä È ÙØÌ,×¦Í�ÛSÕ
0
Û�Õ�Þ�ÜQÛ�Î È Û�Õ�ÒÏÍ

1
æ �fÑ È ×¦á_â È Ò�ÛQÙ È ÔSÕ,ÔSÝ_Î ß á�ÛSÒUÍ ß ÙØÍ�á ß ÛSÎØÍ ß Ò�Û�âêÍ�Þ�Û ß ÙØÌ�Í ß w'Ý�ÛSÎØÍ

ÎªÔIÔ�Ù(ÔSå�Ù È ×¦Í æ
ç ß Û¦ÒÏÔSÕ ß Í�w'Ý_ÍÏÕ�ÒUÍ�ÔSå�ÙØÌ Èàß ÙØÌ�ÍÏÔSÎªÍÏ× é ä)Ì_Í�Õ

N →∞ é ÙØÌ_Í ß Í�w'Ý_Í�Õ�ÒUÍdÔSåiÎªÛSÕ�ÞBÔS× á_ÎªÔBÒUÍ ßØß Í ß

Y (N) = {Y[tN ]/
√
N, tε[0, T ]} ÒUÔ�Õ'ÜSÍÏÎªèSÍ ß ÙªÔ�Û��fÎØÔQä)Õ È Û�Õ�×2ÔSÙ È ÔSÕ æ
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6 Ì Èàß	Èêß Û ß á�ÍWÒ È Û�â)ÙxÑIákÍÓÔ�åh�ÓÛSÎØìSÔQÜ ß ÙØÔBÒzÌ�Û ß Ù È Òíá�ÎØÔBÒÏÍ ßªß ä)Ì È ÒªÌ�ÞBÍ ß ÒUÎ È ÐkÍ ß ÙØÌ_ÍÓÐkÍ�Ì�ÛWÜ È ÔSÝ_Î	Ô�å/Û«Ü�Û�Î È ÛSÐ_âêÍ
{Xt, tε[0, T ]}

ä È ÙØÌíÙªÌ_Í/á_ÎØÔ�ákÍÏÎØÙ¢Ñ�ÙØÌ�ÛQÙ

∆X ∼ N(0,
√
∆t),

ä)Ì_Í�ÎØÍ
∆X

ÎØÍ�á_ÎªÍ ß ÍÏÕ�Ù ß ÙªÌ_Í(ÒªÌ�Û�Õ_è�Í È Õ#ÙØÌ_ÍfÜ�Û�Î È ÛSÐ_âãÍ
X
È Õ#Ù È ×¦Í

∆t
é Û�Õ�Þ

N(µ, σ)
Èêß ÙªÌ_ÍfÕ_ÔSÎª×�Û�âIÞ Èêß ÙªÎ È Ð_ÝBÙ È Ô�Õ

å Ý_Õ�ÒUÙ È ÔSÕëä È ÙØÌë×¦Í�ÛSÕ
µ
Û�Õ�Þ�Ü�Û�Î È ÛSÕ�ÒUÍ

σ
æ

N æ
Xt

Èêß Û¦ÒUÔ�Õ�Ù È ÕIÝ_ÔSÝ ß å Ý_Õ�Ò�Ù È Ô�ÕëÔ�å�Ù È ×¦Í é Û�Õ�Þ
X0 = 0

æ

� æ å ÔSÎ)ÍWÛSÒzÌ
t > 0

ÛSÕ�Þ
s > 0

é
Xt+s −Xt

Èàß ÛSâ ß Ô2Õ_Ô�ÎØ×�ÛSâãâêÑ	Þ Èàß ÙØÎ È Ð_Ý_ÙØÍ�Þíä È ÙØÌë×¦Í�ÛSÕ
0
Û�Õ�Þ�Ü�Û�Î È ÛSÕ�ÒUÍ

s
æ

e æ
Xt+s −Xt

Èàß(È Õ�ÞBÍ�á�Í�Õ�ÞBÍ�Õ�Ù�Ô�å
Xt

æ

# Í ß Ì�ÔSÝ_âàÞ	Õ_ÔSÙØÍ�Ì_ÍÏÎªÍ�ÙØÌ�ÛQÙ)Û #�È ÍÏÕ_Í�Î(á_ÎØÔBÒÏÍ ßªß�Èàß ÛSâ ß ÔMÛ2ÒUÔSÕ'Ù È Õ'Ý_Ô�Ý ß á�ÎØÔBÒÏÍ ßªß ä È ÙØÌíÛ�ÕIÑ�ÒÏÔSâêâêÍ�Ò�Ù È Ô�Õ	ÔSåDÙ È ×¦Í ß
Ì�ÛOÜ È Õ_èdÛ*×#Ý�â Ù È Ü�Û�Î È Û�ÙØÍfÕ_ÔSÎª×�Û�âBÞ Èàß ÙªÎ È Ð_ÝBÙ È Ô�ÕMä È ÙØÌ2×¦Í�ÛSÕ

0
ÛSÕ�ÞMÒÏÔOÜ�Û�Î È Û�Õ�ÒÏÍ�è È ÜSÍ�Õ2Û ß

E[XtXs] = min(t, s)
é

ÙØÌ�ÔSÝ_è�Ì�Ì�ÔOäõÍ�ÜSÍÏÎ(ÙØÌ_Í/Í7� Èàß ÙØÍÏÕ�ÒUÍdÔ�å ß Ý�ÒzÌëÛ2á_ÎªÔBÒUÍ ßØßfÈàß Õ�Ô�Ù)ÙØÎ È Ü È Û�â æ

Ô�²�Ô +,��Ø.-�Ûy×�¸��0/¦·"¸���¸��1�2/¦·3�4�Ç¶�5�Ù�·$¶,Ú

� ßØÈ Õ_è¡ÙØÌ�Í*Û ßØß Ý_×¦áBÙ È Ô�Õ ß ÔSåDÎ Èàß ìMÕ�ÍÏÝBÙØÎzÛ�â È Ù¢Ñ é~! Ý
�¦Í�½ N aca | ¾�ÛSÕ�Þ �Ý�âãâ"½ N aca�a ¾iÌ�ÛOÜSÍ ß Ì�ÔOä)Õ�ÙØÌ�ÛQÙõÙØÌ_Í*á_Î È ÒÏÍ�Ô�å
Û#ÞBÍÏÎ È ÜQÛQÙ È Ü�Í ß ÍWÒUÝ_Î È ÙxÑ¦Ò�Û�Õ	ÐkÍ�å Ô�Ý_Õ�Þ	Û ß ÙØÌ_Í*Í7�IákÍWÒ�ÙªÍ�Þ�ÜQÛSâêÝ_Í�ÔSå È Ù ß Þ Èêß ÒUÔ�Ý_Õ�ÙªÍ�Þ�á�ÛOÑSÔz& ß ä)Ì_ÍÏÕ	ÙØÌ_Í*Í7�IákÍWÒ�ÙªÍ�Þ
ÜQÛSâãÝ�Í Èàß ÙªÛSìSÍÏÕ�ä È ÙªÌ	ÎªÍ ß á�ÍWÒ�Ù�ÙØÔMÛ/ÙØÎzÛ�Õ ß å ÔSÎª×�ÛQÙ È Ô�Õ2ÔSåmÙªÌ_Í*ÔSÎ È è È Õ�ÛSâ_á_ÎªÔSÐ�ÛSÐ È â È ÙxÑM×¦Í�Û ß Ý_ÎªÍ�ÎªÍUå ÍÏÎªÎØÍWÞMÙªÔMÛ ß ÙØÌ_Í
Î Èêß ìo9�Õ_Í�ÝBÙØÎzÛ�âm×¦Í�Û ß Ý_ÎªÍ æ
��È ÜSÍÏÕ�ÙØÌ_Í¦á_Î È ÒÏÍMÔSåõÛSÕ�Ý_Õ�ÞBÍÏÎªâãÑ È Õ_èíÛ ßØß ÍUÙ

St

é ÙØÌ_Í ß ÙªÎ È ìSÍ2á_Î È ÒUÍ
K
é ÙªÌ_Í2Ù È ×2Í2ÙªÔíÍ'�Bá È ÎØÑ

T
é ÛÁÎ Èêß ìo9·å ÎªÍÏÍ

È Õ�ÙØÍ�ÎØÍ ß Ù�ÎzÛQÙªÍ
r
é �fâêÛ�Òªì�À �BÒzÌ_ÔSâêÍ ß ½ N a }ze ¾�Ì�ÛWÜSÍ ß Ì_ÔQä)Õ�ÙªÌ�ÛQÙ�ÙØÌ_Í¡ÐkÍÏÌ�ÛOÜ È Ô�Ý_Î)Ô�å

St

Û ß Û2å Ý_Õ�ÒUÙ È ÔSÕ�Ô�åiÙ È ×2Í
t

Èàß è�ÔOÜSÍ�ÎØÕ�Í�ÞÁÐ'Ñ�Û ß ÙªÔBÒzÌ�Û ß Ù È Ò*á�ÎØÔBÒÏÍ ßªß èSÍ�Õ_ÍÏÎzÛQÙ È Õ�èMÙØÌ_Í/á�Î È ÒUÍdÔSå�Û¦Õ_ÔSÕ:9¢Þ È Ü È ÞBÍ�Õ�Þ~9 á�ÛWÑ È Õ_è ß ÙØÔBÒzì È ÕíÙØÌ_Í/å ÔSÎª×
Ô�å�Û2è�ÍÏÔ�×2ÍÏÙØÎ È Ò��fÎªÔOä)Õ È ÛSÕÁ×¦ÔSÙ È ÔSÕ ñ

dSt = µStdt+ σStdXt

½ � æ � ¾
ä)Ì_Í�ÎØÍ

dXt

ÎªÍÏá_ÎªÍ ß ÍÏÕ�Ù ß Û ß ÙzÛ�Õ�Þ_ÛSÎªÞ È �ÏÍWÞ #�È ÍÏÕ_Í�Î(á�ÎØÔBÒÏÍ ßªß ÔSÕíÛ ß Ý È ÙªÛSÐ_âãÍdá_ÎªÔSÐ�ÛSÐ È â È Ù¢Ñ ß á�ÛSÒÏÍ
(Ω,F , P )

é
µ
½·Û

×¦Í�Û ß Ý_ÎªÍ*ÔSåGÙØÌ_Í/ÛOÜSÍ�ÎªÛSèSÍ�ÎªÛ�ÙØÍ�Ô�å�è�ÎØÔQä(ÙØÌ�Ô�åGÙªÌ_Í/Û ßªß ÍÏÙfá�Î È ÒUÍd¾ Èàß ÙªÌ_Í/ÞBÎ È å¤Ù)ÎzÛQÙªÍ é ÙªÌ�ÛQÙ Èàß�é ÙªÌ_Í È Õ ß ÙzÛ�Õ'ÙªÛ�Õ�ÍÏÔSÝ ß
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Í'�BákÍWÒ�ÙØÍWÞÓÎØÍÏÙØÝ_ÎªÕÓÔSåsÙØÌ_Í2Ý_Õ�ÞBÍ�ÎØâêÑ È Õ_è�Û ßØß ÍUÙ
S = (St)

ä)Ì_ÍÏÎªÍ
t > 0

ÛSÕ�Þ
σ
Èàß ÙªÌ_ÍMÜ�ÔSâàÛQÙ È â È ÙxÑëÔ�åsÙØÌ�Í2Û ßØß ÍUÙ ßÏé

ä)Ì È ÒªÌ�ÒzÌ�Û�ÎzÛSÒ�ÙªÍÏÎ È ��Í ß ÙªÌ_Í���Ý�ÒUÙØÝ�Û�Ù È ÔSÕ ß)È ÕíÙØÌ�Ídá�Î È ÒUÍ
S
½ ß Í�Íhg_ÎzÛ�Õ�ìSÍ é ��SÎªÞBâêÍ/Û�Õ�Þ�*ÛQå Õ_Í�Î é �z�c�
N ¾ æ
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�fÑ#Û ßªß Ý_× È Õ_è*ÙªÌ_Í È ÞBÍWÛ�âIÖ�Õ�ÛSÕ�Ò È Û�âB×�Û�ÎªìSÍUÙ ßØÈ ÙØÝ�Û�Ù È ÔSÕ é ×2Ô_ÞBÍÏâ ß ÛSÎØÍ(ÞBÍ�ÜSÍÏâêÔSákÍWÞ#ä)Ì_Í�ÎØÍfÙØÌ_Í)Ý_Õ�ÞBÍ�ÎØâêÑ È Õ_è/Û ßªß ÍÏÙ Èàß
ÒzÌ�Û�ÎzÛSÒUÙØÍÏÎ È �ÏÍ�Þ/ÐIÑ¡Û ß ÙØÔBÒzÌ�Û ß Ù È Ò�âêÔSè�Õ_ÔSÎª×�Û�â'Þ È &kÝ ßJÈ ÔSÕ2á_ÎØÔ_ÒUÍ ßªßÏéQÈ ÕMÙØÌ Èàß å ÎªÛS×2Í�äõÔSÎªì é ÙØÌ_Í(ÎªÍ ß Ý_â Ù È Õ�è*ákÔSÎØÙJå Ô�â È Ô Èàß
ÒUÔ�Õ ß ÙØÎªÝ�Ò�ÙªÍ�Þ	ÒUÔSÕ'Ù È Õ'Ý_Ô�Ý ß âãÑ æ"6 Ì_Í��õâàÛSÒzìcT:�BÒzÌ_Ô�âãÍ ß ×¦ÔBÞBÍÏâ�ÙØÌ�ÛQÙ Èêß Þ Èàß ÒÏÝ ßØß Í�Þ�Ì_Í�ÎØÍ Èàß Ð�Û ß Í�Þ�ÔSÕ�ÙªÌ_Í ç ÎªÐ È ÙØÎzÛ�èSÍ
 sÎ È Ò È Õ�è 6 Ì_Í�ÔSÎªÑ�Ô�å ! Ý
�¦Í%½ N a�a | ¾mÛ�Õ�Þh�Ý_âêâ�½ N a�aca ¾ é�È Ù�Û ßØß Ý_×¦Í ß ÙªÌ�ÛQÙDÙªÎzÛSÞ È Õ_è�ÛQÙDÖ�Õ�ÛSÕ�Ò È Û�âS×�Û�ÎªìSÍUÙ ß á_ÎØÔ_ÒUÍÏÍWÞ ß
ÒUÔ�Õ�Ù È ÕIÝ_ÔSÝ ß âêÑ È Õ2Ù È ×¦Í é ÛSÕ�ÞMÙØÌ�Û�Ù?ÙªÌ_Í�Û ßØß ÍUÙ?á�Î È ÒUÍ Èêß ÞBÎ È ÜSÍÏÕ¦Ð'Ñ2Û��fÎªÔOä)Õ È ÛSÕM×¦Ô�Ù È Ô�Õ ß ákÍ�Ò È å Ñ È Õ�è/Û ß ÙªÔBÒzÌ�Û ß Ù È Ò
Þ È &kÍ�ÎØÍ�Õ�Ù È ÛSâ®Íbw'Ý�ÛQÙ È Ô�Õ�ä)Ì È ÒªÌíÙØÌ�Í/ÔSáBÙ È Ô�Õ�×#Ý ß Ù)å Ô�âãâêÔOä æ
g�ÔSÎsÙØÌ_Í�ÜQÛSâãÝ�Í

V
Ô�åDÛh�sÝ_ÎªÔSákÍWÛ�Õ�Ò�Û�âêâ_Ô�Îsá_ÝBÙõÔ�áBÙ È ÔSÕ é Ì�ÛWÜ È Õ_è ß ÙØÎ È ìSÍ�á_Î È ÒÏÍ

K
Û�Õ�Þ¦Í'�Bá È ÎªÑMÞ_Û�ÙØÍ

T
é �fâêÛ�Òªì

Û�Õ�ÞÉ�BÒzÌ_ÔSâêÍ ß ÒUÔ�Õ ß ÙªÎØÝ�ÒUÙØÍWÞ�Û�Ì_ÍWÞBèSÍÁákÔSÎØÙJå ÔSâ È ÔÓÒÏÔSÕ�ÙzÛ È Õ È Õ_è ß Ô�âãÍ�âãÑ�ÙØÌ_ÍÁÝ�Õ�ÞBÍÏÎªâãÑ È Õ_è�Û ßØß ÍUÙ
S
ÛSÕ�ÞùÛ�Î Èàß ìIâãÍ ßØß

ÎzÛQÙØÍ
r
é ä)Ì È ÒzÌÁÎØÍ�á_â È Ò�ÛQÙØÍ ß ÙØÌ�Í*Ü�Û�âêÝ_Í�ÔSå®ÙªÌ_Í*Ô�áBÙ È ÔSÕ�ÛQÙfÍWÛSÒzÌ È Õ ß ÙzÛ�Õ'Ù

t
È ÕÁÙ È ×¦Í æ�6 Ì Èêß Í�w'Ý È â È Ð_Î È Ý_× ÒUÔ�Õ�Þ È Ù È ÔSÕ

ÎªÍ ß Ý_â ÙªÍ�Þ È ÕùÙØÌ_ÍíÞ È &kÝ ßØÈ ÔSÕ:9�ÙxÑ'ákÍ é �fâàÛSÒzìcT:�BÒzÌ_ÔSâêÍ ß á�ÛSÎJÙ È Û�âõÞ È &mÍÏÎªÍÏÕ�Ù È ÛSâõÍbw'Ý�ÛQÙ È Ô�ÕB½Â ! ��¾#å ÔSÎ#ÙØÌ_Í�Ý_Õ_ìIÕ_ÔQä)Õ
å Ý_Õ�ÒUÙ È ÔSÕ

V
ë

∂V

∂t
(t, St) + rSt

∂V

∂
(t, St) +

1

2
σ2S2t

∂2V

∂S2
(t, St)− rV (t, St) = 0

ÔSÎ ßØÈ ×¦á_âêÑÁä)Î È ÙJÙªÍÏÕ�Û ß
∂V

∂t
+ rSt

∂V

∂S
+
1

2
σ2S2t

∂2V

∂S2
= rV

½ � æ e ¾
� È Õ�ÒUÍ#ÙªÌ_ÍMÔ�áBÙ È ÔSÕ�ÜQÛ�âêÝ_Í

V
ÞBÍ�ákÍÏÕ�Þ ß ÔSÕ�Ù È ×¦Í

t
Û�Õ�ÞëÙªÌ_Í2Û ßªß ÍUÙ*á_Î È ÒÏÍ

S
é äõÍMÌ_ÍÏÕ�ÒUÍUå Ô�ÎJÙªÌÓÝ ß Í#ÙØÌ_Í2Õ_Ô�ÙzÛQÙ È ÔSÕ

V (t, S)
æ ç Ù#Í'�Bá È ÎØÑ é ÙªÌ_Í	á_Î È ÒUÍ�ÔSåõÙªÌ_Í	ÔSáBÙ È Ô�Õ,×#Ý ß Ù#Í�w'Ý�ÛSâ?ÙØÌ_Í	á�ÛOÑSÔz& é ÙØÌ_ÍÏÎªÍUå Ô�ÎØÍ¦ÙØÌ_Í�Ö�Õ�ÛSâ�ÒÏÔSÕ�Þ È Ù È ÔSÕ,ÙªÔ

Í�w'Ý�Û�Ù È ÔSÕÖ½ � æ e ¾�å ÔSÎ�Ûy�sÝ�ÎØÔ�á�ÍWÛ�ÕëÒÏÛ�âêâ®Ô�áBÙ È ÔSÕ Èàß

V (S, T ) = max(0, S −K)

ä È ÙØÌëÐkÔSÝ_Õ�Þ_Û�ÎªÑ	ÒÏÔSÕ�Þ È Ù È Ô�Õ ß ½
f :7→ {x−K}+ ¾(Û ß ÙØÌ�ÍdÙØÍÏÎª× È Õ�Û�â®á�ÛOÑSÔ�&�å Ý_Õ�Ò�Ù È Ô�Õ

V (t, 0) = 0,
Û�Õ�Þ

V (t, S) ∼ S
Û ß

S →∞

Ë¢Õ�ÙªÌ_Í ß Û�×¦Í/ÒUÔSÕ'ÙØÍ7�'Ù é ÙªÌ_ÍdÖ�Õ�ÛSâDÒÏÔSÕ�Þ È Ù È ÔSÕ�å Ô�Î�Ûy�sÝ_ÎªÔSákÍWÛ�Õ�á�ÝBÙ�ÔSá_Ù È ÔSÕ È ÕíÍbw�Ý�ÛQÙ È ÔSÕÖ½ � æ e ¾ Èêß è È ÜSÍÏÕëÛ ß

V (S, T ) = max(K − S, 0)



NW�

ä È ÙØÌëÐkÔSÝ_Õ�Þ_Û�ÎªÑ	ÒÏÔSÕ�Þ È Ù È Ô�Õ ß

V (t, 0) = E[e−r(T−t)],
Û�Õ�Þ

V (t, S) ∼ 0 Û ß
S →∞

# ÍsÕ_ÔSÙØÍsÌ_Í�ÎØÍ?ÙØÌ�Û�ÙGä)Ì_Í�Õ/Í'�Bá_ÎªÍ ßªß ÍWÞ È ÕdÙªÍÏÎØ× ß ÔSå'ÙªÌ_Í�Û ßØß ÍUÙDá�Î È ÒUÍ é ÙØÌ_Í���9º��Í�w'Ý�ÛQÙ È Ô�Õ È Õr½ � æ e ¾ ÈàßDÈ Õ�ÞBÍÏákÍÏÕ�ÞBÍÏÕ'Ù
Ô�å�ÙØÌ_ÍdÙØÌ_Í/Þ_Î È å¤Ù)ÎzÛQÙªÍ

µ
é ÙØÌ�ÛQÙ ÈàßÏé ÙªÌ_ÍdÔ�áBÙ È ÔSÕ�Ü�Û�âêÝ_ÍdÞBÔIÍ ß Õ_ÔSÙ)Þ_ÍÏákÍÏÕ�ÞíÔSÕ È Õ'ÜSÍ ß ÙªÔSÎ ß�6 Î Èàß ì�á_ÎªÍUå ÍÏÎªÍÏÕ�ÒUÍ ß�æ"6 Ì�Í

Ì_ÍWÞBè È Õ_è«ákÔ�ÎJÙØå ÔSâ È Ô«ÍÏâ È × È Õ�Û�ÙØÍ ß ÛSâêâ(ÙªÌ_Í�Î Èàß ì é Ì�ÍÏÕ�ÒÏÍëÙØÌ_Í�ÎØÍ ß Ì_ÔSÝ_âàÞ6Ð�ÍÓÕ_Ô�Í'�IÙØÎzÛ,ÎØÍ�äfÛ�ÎzÞùå ÔSÎ	Ì_Ô�âêÞ È Õ_è«ÙØÌ_Í
ÔSá_Ù È ÔSÕ æÁ6 Ì_Íh��9õ�r ! ��Ì�Û ß Û2á_ÎªÔSÐ�ÛSÐ È â Èàß Ù È Ò ß Ô�âãÝ_Ù È ÔSÕíÔ�å�ÙªÌ_Ídå ÔSÎª×

V (t, x) = e−r(T−t)Eq(Ψ(ST )|St = x).

ä)Ì_Í�ÎØÍ
q
Èàß ÙªÌ_Í�Î Èêß ì¦Õ_ÍÏÝ_ÙØÎzÛ�âká_ÎªÔSÐ�Û�Ð È â È ÙxÑ�Û�Õ�Þ

Ψ(ST ) = V (S, T )
Èàß ÙªÌ_Í*Ö�Õ�ÛSâmÒÏÔSÕ�Þ È Ù È Ô�ÕÁÔSÕ	ÙØÌ�ÍdÒÏÛ�âêâkÔ�Îõá_Ý_Ù

ÔSá_Ù È ÔSÕ æÁ6 Ì Èêß Û ßªß ÍUÙ)á_Î È ÒUÍdá�ÎØÔBÒÏÍ ßªß ×#Ý ß Ù ß ÛQÙ Èêß å Ñ�ÙªÌ_Í/Î Èêß ì	Õ_ÍÏÝBÙªÎªÛSâ ß ÙØÔBÒzÌ�Û ß Ù È Ò�Þ È &mÍÏÎªÍÏÕ�Ù È ÛSâDÍ�w'Ý�ÛQÙ È Ô�Õ
dSt

St

= rdt+ σdXt

ä)Ì_Ô ß Í ß Ô�âãÝ_Ù È ÔSÕ Èêß

ST = S0e
{(r− 1

2σ
2)T+σXT } ½ � æ S ¾

���Bá_â È Ò È Ù*ÒUâêÔ ß Í�ÞÁå ÔSÎª× ß ÔSâêÝBÙ È ÔSÕ ß Í7� Èàß Ù(å ÔSÎ)ÐkÔSÙØÌ�ÒÏÛ ß Í ß�é Õ�Û�×¦ÍÏâêÑ�å Ô�Î(ÙØÌ_Íh�sÝ�ÎØÔ�ákÍ�Û�ÕëÒÏÛSâãâ®Ô�áBÙ È ÔSÕ ñ

V (t, S) = C(t, S) = e−r(T−t)E[max(ST −K, 0 | zt]
½ � æ f ¾

Ë¢ÕMÙªÍÏÎª× ß Ô�å�ÙªÌ_Í�ÒUÝ_×#Ý_âàÛQÙ È ÜSÍ�Þ Èàß ÙªÎ È Ð_ÝBÙ È Ô�ÕMå Ý_Õ�Ò�Ù È Ô�Õ¦Ô�å�ÙØÌ�Í(Õ�ÔSÎª×¦ÛSâBÞ Èàß ÙØÎ È Ð_Ý_Ù È ÔSÕ
Φ = N (.) é Íbw'Ý�ÛQÙ È Ô�Õ�½ � æ f ¾

ä È âãâDÌ_Í�Õ�ÒUÍÏå ÔSÎØÙØÌíÐkÍ/Í'�Bá_ÎªÍ ßªß ÍWÞ�Û ß

V (t, S) = C(t, S) = S.N (d1)−K.e−r(T−t)N (d2)
½ � æ | ¾

ä)Ì_Í�ÎØÍ

d1 =
ln(S/K) + (r + 1

2σ
2)(T − t)

σ
√
T − t

,

d2 =
ln(S/K)− (r + 1

2σ
2)(T − t)

σ
√
T − tÛ�Õ�Þ

N (d) = 1√
2π

∫ d

−∞
e−

x
2

2 dx

ä)Ì_Í�ÎØÍ N (.) Èêß ÙªÌ_Í2ÒÏÝ_×#Ý_âàÛQÙ È ÜSÍ ß ÙªÛSÕ�Þ_Û�ÎzÞëÕ�ÔSÎª×¦ÛSâiÞ Èàß ÙªÎ È Ð_ÝBÙ È Ô�Õ æ � ßJÈ Õ_èÁÙØÌ_Í ß ÛS×2ÍMÍ'�Bá_ÎªÍ ßªßJÈ ÔSÕ ß å ÔSÎ d1
é
d2

Û�Õ�Þ N (.) ÛSÐkÔOÜSÍ é ÙªÌ_Íh�sÝ_ÎªÔSákÍ�ÛSÕ�á�ÝBÙ�ÔSá_Ù È ÔSÕ Èêß ÙØÌ�ÍÏÕëÍ'�Bá_ÎªÍ ßªß ÍWÞ�Û ß

V (t, S) = P (t, S) = K.e−r(T−t)N (−d2)− S.N (−d1)
½ � æ } ¾



Nbe

ÔSÎ)ä È ÙØÌ�Û�w'Ý È ÒªìSÍ�Î)ÛSá_á_ÎªÔ�ÛSÒzÌ	ÙªÌ_ÎªÔSÝ_è�ÌÁÙØÌ�Ídá�ÝBÙÓ9¢ÒÏÛSâãâDá�Û�Î È ÙxÑ	Íbw�Ý�ÛQÙ È ÔSÕ

Ct − Pt = St −Ke−r(T−t)

6 Ì�Í�Ý ß Í�Ô�åmÙªÌ_Í%�fâàÛSÒzì�T
�BÒzÌ_ÔSâêÍ ß ×2ÍÏÙØÌ_Ô_Þ¦á_ÎªÔQÜ È ÞBÍ ß è�ÔIÔBÞ ß ÔSâêÝBÙ È ÔSÕ ß å Ô�Î4�sÝ_ÎªÔSákÍWÛ�Õ�á_ÝBÙ(Û�Õ�Þ	ÒÏÛ�âêâ�Ô�áBÙ È ÔSÕ ßÏé
Ì_ÔQäõÍÏÜSÍ�Î�å ÔSÎ�×¦Ô ß Ù�ÔSÙØÌ_Í�Î ß ÙxÑIâãÍfÔ�áBÙ È ÔSÕ ß ½�Í ß ákÍ�Ò È ÛSâãâêÑdÙØÌ_Í ç ×2Í�Î È ÒÏÛSÕMÛSÕ�Þ#á�Û�ÙØÌ:9¢ÞBÍÏákÍ�Õ�ÞBÍÏÕ'ÙsÛ�âãÙØÍÏÎªÕ�Û�Ù È ÜSÍ ß ¾ é ÙØÌ Èêß
×¦ÔBÞBÍ�âGá_ÎªÔOÜ È ÞBÍ ß Õ_ÔÁÒÏâãÔ ß ÍWÞ�å ÔSÎª× ß Ô�âãÝBÙ È Ô�Õ ß�æ Ë¢Õ�ÎªÍ�ÒÏÍÏÕ�Ù*ÎØÍ ß ÍWÛ�ÎzÒªÌ È Õ�Ö�Õ�Û�Õ�Ò È Û�âG×�ÛQÙªÌ_ÍÏ×�ÛQÙ È Ò ßÏé ÛSá_á_ÎªÔb� È ×�ÛQÙªÍ
Û�Õ�Û�âêÑ�Ù È Ò�Û�âm×¦ÍÏÙØÌ_ÔBÞ ß ÛSÕ�Þ�Õ'Ý_×¦Í�Î È ÒÏÛSâDÛ�á_á_ÎªÔ�Û�ÒªÌ�Í ß Ì�ÛWÜSÍdÐkÍÏÍ�ÕëÞBÍ�ÜSÍÏâêÔSákÍ�ÞÁÙªÔ¦Ì�ÛSÕ�ÞBâêÍ�ÙØÌ�Í ß Í¡Ò È ÎzÒUÝ_× ß ÙªÛ�Õ�ÒUÍ ß�æ

Ý(bZÝ)bZÝ E�F�A * <�C_q�{�A�Þ(`a��AG>IH2<?{���u%F�<?wxA0ß�`�{�<?wºß(@_HJ�<�Ê�Ê*C_q87�HJ\ <i@_Hxq�{
Ë¢Õ/ÙªÌ_Í È Î"w�Ý�ÛSÞBÎzÛQÙ È ÒsÛSá_á_ÎØÔd� È ×¦Û�Ù È ÔSÕ/ÛSá_á_ÎªÔ�ÛSÒzÌ é �(Û�ÎªÔSÕ_Í79 ç ÞBÍ ßØÈ À # Ì�Û�âêÍÏÑ2½ N a�` } ¾ ß Ý_è�èSÍ ß ÙªÍ�Þ/Û�á_á�ÎØÔd� È ×�Û�Ù È Õ_è
ÙØÌ�Í¡Þ È &mÍÏÎªÍÏÕ�ÒÏÍ

v
é ÐkÍUÙxäõÍ�ÍÏÕ(�sÝ_ÎªÔSákÍ�ÛSÕíÛSÕ�Þ ç ×¦ÍÏÎ È ÒÏÛ�ÕíÔSá_Ù È ÔSÕíá_Î È ÒÏÍ ß(È Õ�ÙªÌ_Í¡Þ È &kÍ�ÎØÍÏÕ'Ù È Û�âDÍ�w'Ý�Û�Ù È ÔSÕ

∂v

∂t
+ (r − q)S

∂v

∂s
+
1

2
σ2S2

∂2v

∂s2
= rv

½ � æ ` ¾
ä)Ì_Í�ÎØÍ

q
ÎªÍÏá_ÎªÍ ß ÍÏÕ'Ù ß ÙØÌ_Í/ÎzÛQÙØÍ/ÛQÙ�ä)Ì È ÒªÌíÙØÌ_Í ß ÙØÔ_Òªì Èàß á�ÛOÑ È Õ�è2Ô�ÕëÛ¦ÒUÔSÕ'Ù È Õ'Ý_Ô�Ý ß Þ È Ü È Þ_ÍÏÕ�ÞíÑ È Í�âêÞ æ

ç á_á_âêÑ È Õ_è�Û�á_á_ÎªÔSá_Î È ÛQÙØÍ�â È × È Ù È Õ_è2ÐkÔ�Ý_Õ�Þ_ÛSÎØÑ�ÒÏÔSÕ�Þ È Ù È Ô�Õ ß ÙªÔMÍbw'Ý�ÛQÙ È Ô�Õ*½ � æ ` ¾ é ÙØÌ_Í�Ü�Û�âêÝ_Í*ÔSå�ÛSÕ ç ×¦Í�Î È ÒÏÛSÕ
ifÛ�âêâ

C(SA, T )
äfÔSÝ_âàÞ�ÐkÍ/è È ÜSÍÏÕëÛ ß

C(SA, T ) =







C(SE , T ) +A2(
S
S∗
)γ2

ä)Ì�ÍÏÕ
S < S∗

S −X
ä)Ì_Í�Õ

S ≥ S∗

½ � æ a ¾

# Ì_Í�ÎØÍ
S∗ Èàß ÙØÌ_ÍÓÒ�Û�á_ákÍ�Þ6á_Î È ÒUÍëÔSå*ÙØÌ_Í�Ô�áBÙ È ÔSÕ¦½/ÛSÐkÔOÜSÍëä)Ì È ÒzÌ6ÙØÌ_Í�Ô�áBÙ È ÔSÕ6×#Ý ß Ù	ÐkÍ�Í'�BÍÏÎzÒ Èàß ÍWÞ-¾ æÅ6 Ì�Í

Í ß Ù È ×�ÛQÙªÍdÔ�å
S∗ È ÙØÍ�ÎªÛ�Ù È ÜSÍÏâêÑ ß Ô�âãÜSÍ ß ÙØÌ_Í/Íbw'Ý�ÛQÙ È Ô�Õ

g(S∗) = S∗ −X − c(S∗)−
{

1− eq(T−t)N [d1(S
∗)]

}

S∗

γ2
.

½ � æ N�� ¾
ä)Ì_Í�ÎØÍ

M =
2r

σ2
,

N =
2(r − q)

σ2
,

K(τ) = 1− e−r(τ),
Û�Õ�Þ

τ = T − t



N S

γ2 =
1

2

[

− (N − 1) +
√

(N − 1)2 + 4M

K

]

½ � æ N�N ¾
A2 =

(

S∗

γ2

)

{1− e−q(T−t)N [d1(S
∗)]}

½ � æ NW� ¾
d1(S) =

ln(S/X) + (r − q + σ2/2)(T − t)

σ
√
T − t

½ � æ N�e ¾

� È × È âàÛ�ÎªâãÑ é å ÔSÎ�Û2á�ÝBÙ�ÔSá_Ù È ÔSÕ é ÙØÌ_Í¡Û�á�á_ÎØÔd� È ×�Û�Ù È ÔSÕ Èàß è È ÜSÍÏÕëÛ ß

P (SA, T ) =







P (SE , T ) +A1(
S

S∗∗
)γ1

ä)Ì_ÍÏÕ
S > S∗∗

X − S
ä)Ì_ÍÏÕ

S ≤ S∗∗

½ � æ N S ¾

ä)Ì_Í�ÎØÍ

γ1 =
1

2

[

− (N − 1)−
√

(N − 1)2 + 4M

K

]

½ � æ Nbf ¾
A1 =

(

S∗

γ1

)

{1− eq(T−t)N [−d1(S
∗∗)]} ½ � æ N�| ¾

Ë¢Õ�ÙØÌ Èêß ÒÏÛ ß Í
S∗∗ Èàß ÙØÌ_ÍíÒÏÛ�á�á�ÍWÞ«á�Î È ÒUÍÁÔ�å(ÙªÌ_Í ß ÙªÔBÒªì é ÐkÍÏâêÔOä}ä)Ì È ÒzÌ�ÙØÌ_Í�ÔSáBÙ È Ô�Õ�×#Ý ß ÙMÐkÍÁÍ7�IÍ�ÎªÒ Èêß Í�Þ é ÙØÌ_Í

Í ß Ù È ×�ÛQÙªÍ
S∗∗ ß Ô�âãÜSÍ ß ÙØÌ�ÍdÍbw'Ý�ÛQÙ È Ô�Õ

g(S∗∗) = X − S∗∗ − p(S∗∗) +

{

1− e−q(T−t)N [−d1(S
∗∗)]

}

S∗∗

γ1
.

6 Ì_Í4w'Ý�Û�ÞBÎªÛ�Ù È Ò?Û�á_á_ÎªÔb� È ×�ÛQÙ È Ô�Õ�ÛSá_á_ÎªÔ�ÛSÒzÌ ÈàßGß Ý È ÙzÛ�Ð_âêÍ?å¤Ô�ÎDÔ�áBÙ È ÔSÕ ß Ô�Õ ß ÙØÔBÒzì ß á�ÛOÑ È Õ_è�Û�ÒUÔSÕ'Ù È Õ'Ý_Ô�Ý ß Þ È Ü È ÞBÍ�Õ�Þ é
ä)Ì_Í�ÎØÍ�ÙØÌ�Í¡Þ È Ü È ÞBÍÏÕ�Þ�Ñ È ÍÏâàÞ Èàß ÒUÔ�Õ ß ÙªÛ�Õ'Ù é�ß Ý�ÒzÌëÛ ßfÈ Õ�ÒUÝ_ÎªÎØÍ�Õ�Ò È Í ß Û�Õ�ÞÁå ÝBÙªÝ_ÎªÍ¡ÒUÔSÕ'ÙØÎzÛSÒUÙ ß�æ

Ô�²:9 ;¼Ù=<>¶�·$¸��ÇØ.->/¦·"¸���¸����2/¦·3�4��¶�5�Ùr·"¶,Ú

8�Ý�×2Í�Î È ÒÏÛSâiá_ÎªÔBÒÏÍ�ÞBÝ_ÎªÍ ß á_ÎØÍ ß Í�Õ�Ù/Û�âãÙØÍÏÎªÕ�Û�Ù È ÜSÍ#×¦ÍUÙªÌ_ÔBÞ ß ÙªÌ�ÛQÙ¡ÒÏÛ�Õ�ÐkÍ2Ý ß ÍWÞ�ÙªÔ�Ü�Û�âêÝ_Íj�sÝ�ÎØÔ�á�ÍWÛ�Õ é ç ×¦Í�Î È ÒÏÛSÕ
Û�Õ�ÞÁá�Û�ÙØÌ~TBÞBÍÏákÍ�Õ�ÞBÍÏÕ'Ù)Ô�áBÙ È ÔSÕ ß ÙªÔ2ä)Ì È ÒzÌíÎªÍ�Û�âDÛ�Õ�ÞíÛSÒ�ÒUÝ_ÎzÛQÙªÍ�ÛSÕ�Û�âêÑ'Ù È ÒÏÛ�â ß ÔSâêÝBÙ È Ô�Õ ß ÛSÎØÍ�Õ_ÔSÙ�ÛWÜ�Û È âêÛSÐ_âãÍ æ"6 Ì Èàß
ß Í�Ò�Ù È Ô�ÕYÍ7�BÛS× È Õ_Í ß ÙªÌ_Í�ÙªÌ_ÎªÍÏÍÓ×¦Ô ß ÙÁákÔSá_Ý_âàÛ�ÎÁÕ'Ý_×¦ÍÏÎ È Ò�Û�â�á_Î È Ò È Õ�è�á_ÎªÔBÒUÍWÞBÝ_ÎªÍ ß¦È ÕYÖ�Õ�Û�Õ�Ò È ÛSâ�×�ÛSÎØìSÍÏÙ ß�ñ ÙØÌ_Í
Ð È Õ_ÔS× È Û�â é Ö�Õ È ÙªÍ¡Þ È &mÍÏÎªÍÏÕ�ÒUÍ/ÛSÕ�Þ���Ô�Õ�ÙØÍjifÛ�ÎªâêÔM×¦ÍUÙªÌ_ÔBÞ ß�æ



Ndf

Ý(b�?)b Ü E�F�A * HØ{�q�\}Hx<?w#@ùÊ�@_HJq�{ÉÊ*C�HJ®HØ{�y \ q)��AGw

Ë¢Õ�á_ÎzÛSÒUÙ È ÒUÍ é ×2Ô ß ÙsÙªÎªÛ�ÞBÍ�Þ2á�ÛQÙØÌ:TIÞBÍÏákÍ�Õ�ÞBÍ�Õ�Ù�Ô�áBÙ È ÔSÕ ß Û�ÎªÍ�Þ Èàß ÒUÎªÍUÙªÍÏâêÑ ß Û�×¦á_âêÍ�Þ é ÛSÕ�Þ¦ÎØÍbw�Ý È ÎªÍ)ÒÏâãÔ ß ÍWÞMå ÔSÎª× ß Ô�9
âêÝBÙ È ÔSÕ ß ÙØÔ/ÜQÛ�âêÝ_ÍfÙØÌ_Í�× æ"6 Ì_Í)Ð È Õ_ÔS× È Û�â ß ÍUÙªÝ_á2á�ÎØÔQÜ È ÞBÍ ß Û�Õ È ÞBÍ�ÛSâBá_âàÛQÙØå ÔSÎª×^å ÔSÎ�ÛSÞ_ÞBÎªÍ ßªßJÈ Õ_è�á�ÛQÙªÌ~TIÞ_ÍÏákÍÏÕ�Þ_ÍÏÕ�Ù
ÔSá_Ù È ÔSÕÁá�Î È Ò È Õ_èMä)Ì_Í�ÎØÍ*å ÝBÙØÝ_ÎªÍ�á�ÎØÔ�Ð�Û�Ð È â È ÙxÑ�Þ Èàß ÙØÎ È Ð_Ý_Ù È ÔSÕ ß Ô�åGÙØÌ�Í�á�ÛSÎªÛS×2ÍÏÙØÍ�ÎõÍ ß Ù È ×�ÛQÙªÍ ß Õ_ÍÏÍWÞ�ÙªÔ2ÐkÍdÛ�á_á_ÎªÔd�o9
È ×¦Û�ÙØÍWÞ æ
6 Ì�Í�� È Õ_Ô�× È ÛSâi×¦ÔBÞBÍÏâ Èàß ÙªÌ_Í¦Þ Èàß ÒUÎªÍUÙØÍMÙ È ×¦Í2Í�w'Ý È ÜQÛSâãÍ�Õ�Ù�ÙØÔ�ÙØÌ�Í2èSÍ�ÔS×¦ÍUÙªÎ È Òj�õÎªÔQä)Õ È ÛSÕÓ×¦Ô�Ù È Ô�Õ�á_ÎªÔBÒUÍ ßØß

ä)Ì È ÒªÌ	Ì�Û ß ÐkÍ�ÍÏÕ�Í7�_Û�× È Õ�Í�Þ�ÛQÙsÙªÌ_Í�ÐkÍÏè È Õ_Õ È Õ_è¡ÔSåmÙØÌ Èàß ÒªÌ�ÛSáBÙØÍ�Î æ"6 Ì Èàß ×2Ô_ÞBÍÏâ�ä(Û ßsÈ Õ'ÙØÎªÔBÞBÝ�ÒÏÍ�Þ¦Ð'Ñ iõÔd� é ))Ô ßØß
À ))Ý_Ð È Õ ß ÙØÍ È ÕÅ½ N a } a ¾ é ÔSÕ�ÙØÌ_Í�á_Î È Õ�Ò È á_âêÍ2ÙØÌ�Û�Ù¡Û ßªß ÍÏÙdá_Î È ÒUÍ�ÒªÌ�Û�Õ_è�Í ß ÒÏÛ�Õ,ÐkÍ¦Þ_Í�ÒUÔ�×¦ákÔ ß Í�Þ È Õ'ÙØÔ�ÛíÞ Èàß ÒUÎªÍUÙØÍ
ß Í�w'Ý_ÍÏÕ�ÒUÍ*Ô�å��fÍÏÎªÕ_Ô�Ý_âãâ È Ù È ×¦Í ß ÙªÍÏá ß�æ ç á_á�âãÑ È Õ_èMÙØÌ_Í/iõÍÏÕ'ÙØÎzÛ�âkâ È × È ÙfÙªÌ_ÍÏÔ�ÎØÍ�× é ä)Ì_ÍÏÕÁÙØÌ�Í*Ù È ×2Í ß ÙªÍÏá ß ÐkÍUÙxäõÍÏÍ�Õ
ß Ý�ÒÏÒÏÍ ßØßØÈ ÜSÍsÙªÎªÛ�Þ È Õ_è È Õ'ÙØÍ�ÎØÜ�Û�â ß ÛSá_á_ÎªÔ�Û�ÒªÌ_Í ß �ÏÍÏÎªÔ é ÙØÌ_Í(Ð È Õ_ÔS× È Û�â'å Ý_Õ�Ò�Ù È Ô�Õ ß Û�ÎªÍsÙªÎªÛSÕ ß å ÔSÎª×2ÍWÞdÙªÔ ß ÙªÛSÕ�Þ_ÛSÎªÞ¡Õ_ÔSÎå9
×�Û�âBå Ý_Õ�Ò�Ù È ÔSÕ ßÏæ ��Õ�ÞBÍ�Î ß Ý�ÒªÌ�Ò È ÎzÒUÝ�× ß ÙªÛSÕ�ÒUÍ ßÏé ÙªÌ Èàß ×¦ÔBÞ_ÍÏâ�ÒUÔ�Õ'ÜSÍ�ÎØè�Í ß ÎzÛ�á È ÞBâêÑ/ÙªÔdÙØÌ_Í�ÒUÔ�Õ�Ù È Õ'Ý�ÔSÝ ß å ÎzÛ�×¦ÍÏäõÔ�ÎØì
Ô�å�ÙªÌ_Í/�fâêÛ�ÒªìcT
�BÒªÌ�ÔSâêÍ ß ×¦ÔBÞBÍ�â æ
g�ÎªÔS× È Ù ß ×�ÛQÙØÌ�ÍÏ×�ÛQÙ È Ò�Û�â�ákÔ È Õ�ÙMÔ�å)Ü È ÍÏä é ÙªÌ_ÍÁÐ È Õ�ÔS× È ÛSâ�×¦ÔBÞBÍÏâfÛ�â ß ÔÓÛ ßØß Ý_×¦Í ß ÙØÌ�Û�Ù#Ô�áBÙ È ÔSÕ�á_Î È ÒÏÍ ß Û�ÎªÍ

èSÔQÜSÍÏÎªÕ_ÍWÞ�Ð'Ñ�ÛëÎªÛSÕ�ÞBÔS× äfÛ�âêì {Sn, n = 0, 1, . . . , N} é ÞBÍ ß ÒUÎ È Ð È Õ_è�Û ß Íbw'Ý_ÍÏÕ�ÒÏÍ¦Ô�å N Þ Èêß ÒUÎªÍUÙªÍ2Ù È ×¦Í�T
ß ÙØÍÏá ß ÙØÌ�Û�Ù�×�Û�ìSÍõÝ�á2Û ß ÍÏÎ È Í ß Ô�å�á�ÛQÙªÌ ß ä)Ì È ÒzÌ2ÞBÍÏÖ�Õ_Í(Û�ÙØÎªÍÏÍ'9 â È ìSÍ ß ÙØÎªÝ�Ò�ÙªÝ_ÎªÍ æ$6 Ì_ÍfÜQÛSâãÝ_ÍfÔ�å�ÛSÕ

N
T ß ÙªÍÏá#Ô�áBÙ È ÔSÕ

ÔSÕëÛ ß ÙØÔBÒzì Èàß ÙØÌ�ÍdÍ7�Bá�ÍWÒ�ÙªÍ�ÞÁÙ È ×¦Í�TBÞ Èàß ÒÏÔSÝ_Õ'ÙØÍ�Þ�Ü�Û�âêÝ_ÍdÔ�å�ÙØÌ�Í�å Ý_ÙØÝ_ÎªÍ¡ÒÏÛ ß Ìr��ÔOä ÔSÕëÛ�Õ
N
T ß ÙªÍÏáíÔSáBÙ È Ô�Õ�á�Î È ÒUÍ

á�Û�ÙØÌ æ�6 Ì_Í�×¦ÔBÞ_ÍÏâ Èàß ÒUÔ�Õ ß ÙØÎªÝ�Ò�ÙªÍ�Þ¦ä È ÙØÌ	ÙØÌ_Í*Ý ß Í�Ô�å®ÙØÌ�Í�å Ô�âãâêÔOä È Õ_è È Õ�ÞBÍ�ákÍÏÕ�ÞBÍ�Õ�ÙªâãÑ	ÞBÍUÙªÍÏÎª× È Õ_ÍWÞ�á�Û�ÎzÛ�×¦ÍÏÙØÍÏÎ ß�ñ
N æ,6 Ì_Í/Õ'Ý_×#ÐkÍ�Î

N
Ô�åiÍ�w'Ý�ÛSâ 9 âêÍÏÕ_èSÙØÌ È Õ�ÙªÍÏÎªÜQÛ�â ß

(∆t)
ÒUÔ�Õ ß Ù È ÙØÝBÙ È Õ_è¦ÙØÌ�ÍdÍ�Õ�Ù È ÎªÍ�Ù È ×¦ÍdÙØÔ�Í'�Bá È ÎØÑ	ÔSå�ÙØÌ_Í

ÔSá_Ù È ÔSÕ
T
é�ß Ý�ÒªÌíÙØÌ�Û�Ù

N∆t = T

k∆t = kT/N

Èàß ÙªÌ_Í¡ÒUÔ�Õ�Ù È Õ'Ý_Ô�Ý ß Ù È ×¦Í/Í7�Iá�ÎØÍ ßØßØÈ Ô�Õ	å Ô�Î(ÙØÌ_Í¡Þ Èàß ÒUÎªÍUÙØÍ�Ù È ×¦Í
k,
ä)Ì_ÍÏÎªÍ

k = 0, 1, 2, . . . , N
æ

g È èSÝ_ÎªÍ � æ N ë �4w'Ý�Û�âDâêÍÏÕ_èSÙØÌx8�TIÞ Èêß ÒUÎªÍUÙªÍ*Ù È ×¦Í È Õ�ÙØÍ�ÎØÜ�Û�â ßÏæ



N�|

� æ ç ÒUÔ�Õ�Ù È ÕIÝ_ÔSÝ ß TIÒÏÔS×¦ákÔSÝ_Õ�ÞBÍ�Þ�Û�Õ_ÕIÝ�Û�â È �ÏÍ�Þ*â � ÿ �BA à�âåÎ5Îyâåä�æºÎ
r
æ � È Õ�ÒÏÍ�ÙªÎªÛ�Þ È Õ_èMÙzÛ�ìSÍ ß á_âàÛ�ÒUÍ È Õ�Û

Î Èêß ìo9�Õ_Í�ÝBÙØÎzÛ�â�äõÔ�ÎØâàÞ é ÙØÌ�Í*Í7�BákÍ�Ò�ÙªÍ�Þ	ÎªÍUÙªÝ_ÎØÕ	å ÎªÔS× ÛSÕ	Ô�áBÙ È Ô�Õ	Ô�ÕÁÛ ß ÙØÔBÒzì Èàß ÙØÌ_Í�Î Èêß ìo9·å ÎªÍÏÍ È Õ�ÙØÍ�ÎØÍ ß Ù(ÎªÛ�ÙØÍ æ
e æ ÙØÌ�Í/ÜSÔSâàÛQÙ È â È ÙxÑ	ákÍÏÎ�Û�Õ_ÕIÝ_×

σ
æ

iõÔSÕ ßJÈ ÞBÍÏÎ È Õ_èMÙØÌ_Í È Õ È Ù È Û�âDÔSáBÙ È ÔSÕíá_Î È ÒÏÍ
S0
ÙØÔ¦ÐkÍ/Õ_ÔSÕ
9�ÎzÛ�Õ�Þ_ÔS× é

Sk

ÎªÍÏá_ÎªÍ ß ÍÏÕ�Ù ß ÙªÌ_Í/ÜQÛ�âêÝ_ÍdÔ�å�ÙªÌ_Í ß ÙØÔBÒzìÁÛQÙ
Ù È ×¦Í

tk
é ÙØÌ_Í ß ÙØÔBÒzì�ÙªÌ_ÍÏÎªÍÏÐ'Ñ�Û ßªß Ý_×¦Í ß Þ Èêß ÒUÎªÍUÙªÍdÜQÛ�âêÝ_Í ß

Sj
k

é ä)Ì_Í�ÎØÍ
j = 1, 2, . . . ,mk

Èêß ÙØÌ�Í È Õ�ÙªÍÏÎªÜQÛSâmÜ�Û�âêÝ_Í
Ô�å�ÙªÌ_Í ß ÙØÔBÒzì æ�6 Ì_ÍÏÎªÍUå ÔSÎªÍ È ÕíÍ�ÜSÍÏÎªÑ ß Ý�Ò�ÒUÍ ßªßJÈ ÜSÍ È Õ�ÙªÍÏÎªÜQÛ�â

mk+1
é ÙØÌ_Í ß ÙØÔBÒzì	ä È âãâGÛQÙØÙªÛ È ÕëÛ2Ü�Û�âêÝ_Í

Sh
k+1

é

h = 1, 2, . . . ,mk+1
ä È ÙØÌëá_ÎªÔSÐ�ÛSÐ È â È Ù¢Ñ

pkjh = P (Sk+1 − Sh
k+1 = Sj

k)

ä)Ì_Í�ÎØÍ
mk+1
∑

h=1

pkjh = 1, 0 ≤ pkjh ≤ 1

g�ÔSÎ(ÙØÌ_Í/á_Ý�ÎØákÔ ß ÍdÔ�å�ÙªÌ Èêß ÙªÌ_Í ßØÈêß äõÍ/ä È âêâGÛ ßªß Ý�×2Íd×¦ÔSÎªÍ�è�ÍÏÕ_Í�ÎªÛSâm×¦Û�ÙØÌ_Í�×�ÛQÙ È ÒÏÛSâ®Õ_Ô�ÙzÛQÙ È Ô�Õ ß ÙØÔ¦Í7�Bá_ÎØÍ ßØß ÙØÌ_Í
Ð È Õ_ÔS× È Û�â®á�Û�ÎzÛ�×¦ÍUÙªÍÏÎ ßõÈ Õ�ÙªÌ_ÍjiõÔd� é ))Ô ßØß ÛSÕ�Þ�))Ý_Ð È Õ ß ÙØÍ È Õ]½ iÇ)3)�¾(×2Ô_ÞBÍÏâ æ Ë¢ÕíÙØÌ�Í È Î)ÕIÝ_×2Í�Î È ÒÏÛSâ®á_ÎªÔBÒUÍWÞBÝ_ÎªÍ
iõÔd� é )�Ô ßªß ÀÒ))Ý_Ð È Õ ß ÙØÍ È Õ]½ N a } a ¾õÒÏÔSÕ ßØÈ Þ_ÍÏÎªÍ�Þ	ÙªÌ�ÛQÙ�ÛQÙ�Í�ÛSÒzÌ�Ù È ×¦Í È Õ'ÙØÍÏÎªÜQÛSâ

∆t
é ÙªÌ_Í/á_Î È ÒÏÍdÔ�å�Û2Î Èêß ìIÑ	Û ßØß ÍUÙ

S0
×¦ÔOÜSÍ ß å ÎØÔ�× È Ù ß ÜQÛSâãÝ_Í/Û�Ù(Ù È ×¦Í

t0 = 0
ÙªÔ¦ÔSÕ�ÍdÔ�å�ÙxäõÔ¦Õ_Í�ä ÜQÛSâãÝ_Í ßÏé

uS0
ÛSÕ�Þ

dS0
Û ß)ß Ì_ÔOä)Õ È Õ�Ö�è æ � æ �

g È è�Ý_ÎØÍ � æ � ë  �Ô ßªßJÈ Ð_âêÍd×¦ÔOÜSÍ�×2Í�Õ�Ù�Ô�å ß ÙØÔBÒzì	á_Î È ÒÏÍ/ÛQÙ(ÙªÌ_Í/ÍÏÕ�Þ�ÔSåiÍ�ÛSÒzÌ�Ù È ×2Í È Õ'ÙØÍÏÎªÜQÛSâ æ

�(Û ß Í�ÞÁÔ�Õ�ÙØÌ_ÍdÙªÌ_ÍÏÔ�ÎØÑ	ÔSå�ÙØÌ_Í¡Þ Èàß ÒUÎªÍUÙØÍdá_Î È ÒUÍd×¦ÔOÜSÍ�×¦ÍÏÕ�Ù�Þ Èàß ÒÏÝ ßØß Í�ÞíÛSÐkÔOÜSÍ é ÙØÌ�Ídå ÔSâêâãÔQä È Õ�è¦Þ Èàß ÒÏÎØÍÏÙØÍd×¦ÔBÞBÍ�â
ÒUÔ�×¦ákÔSÕ_ÍÏÕ'Ù ß Ò�Û�ÕíÐkÍ¡ÒUÔS×¦á_ÝBÙªÍ�Þ ñ
N æ,6 Ì_Í/Ý_á:9�å�ÛSÒ�ÙªÔSÎ)á�Û�ÎzÛ�×¦ÍÏÙØÍÏÎ

u = eσ
√
∆t é�ß Ý�ÒªÌíÙØÌ�Û�Ù)ÙØÌ_Í/Í'�BákÍWÒ�ÙØÍWÞ�ÎªÍUÙØÝ�ÎØÕ�å ÎªÔS× ÙªÌ_Í ß ÙØÔBÒzì	á_Î È ÒÏÍ È Õ

Ù È ×¦Í
∆t

Èàß
µ∆t

é ä È ÙØÌ�Û2ÜQÛSÎ È Û�Õ�ÒUÍ*ÔSå
σ2
√
∆t



N�}

� æ,6 Ì_Í¡ÞBÔQä)Õ:9·å�Û�Ò�ÙØÔ�Î(á�Û�ÎzÛ�×¦ÍÏÙØÍÏÎ
d = 1/u

é-6 Ì Èàß ÎØÍ�á_ÎØÍ ß Í�Õ�Ù ß ÙØÌ�Ídá�ÎØÔ�ákÔSÎØÙ È ÔSÕ�Û�â®ÒªÌ�ÛSÕ_èSÍdÔ�å�Û¦Þ_ÔOä)ÕIäfÛ�ÎzÞ
×¦ÔOÜSÍ�×¦ÍÏÕ�Ù È Õ�ÙªÌ_Í ß ÙªÔBÒªìÁá_Î È ÒUÍ æ"# Í/ÎØÍWÒÏÛ�âêâkÙªÌ�ÛQÙ�Ý_Õ�ÞBÍÏÎ�Û�ÎªÐ È ÙØÎzÛ�èSÍ�T�å ÎªÍÏÍ�ÒÏÔSÕ�Þ È Ù È ÔSÕ ß

d < erT < u
½ � æ Nd} ¾

ç Õ È ×¦ákÔSÎØÙªÛ�Õ'Ù)á_ÎªÔSákÍÏÎØÙxÑ�ÔSå�ÙØÌ_Í/×#Ý_âãÙ È T'ákÍ�Î È ÔBÞ�Ð È Õ�ÔS× È ÛSâ®×¦ÔBÞBÍ�â È âãâêÝ ß ÙØÎzÛQÙªÍ�Þ È Õ�Ö�è æ � æ e Èàß ÙØÌ�ÛQÙ�Û ß ÙªÌ_Í
Õ'Ý�×#ÐkÍÏÎ�Ô�å�Ù È ×¦Í ß ÙØÍ�á ß)È Õ�ÒUÎªÍ�Û ß Í ß�é ÙØÌ�ÍdâêÍÏÕ�è�ÙØÌëÔ�åiÍWÛSÒzÌÁÙ È ×¦Í È Õ�ÙªÍÏÎªÜQÛ�â

∆t→ 0
é Û�Õ�Þ ß Ý_Ð ß Í�w'Ý_Í�Õ�ÙªâãÑ é ÙªÌ_Í

Þ Èàß ÙªÎ È Ð_ÝBÙ È Ô�ÕíÔSå
logST /S0

ÙªÍÏÕ�Þ ß ÙªÔ2ÙªÌ�ÛQÙ�Ô�å�ÙªÌ_Í/Õ_ÔSÎª×�Û�âDÞ Èàß ÙªÎ È Ð_ÝBÙ È Ô�Õ æ

g È èSÝ_ÎªÍ � æ e ë ç
3
T ß ÙªÍÏáíÐ È Õ_Ô�× È Û�âDâêÛ�ÙJÙ È ÒÏÍ ß ÙØÎªÝ�Ò�ÙªÝ_ÎØÍ æ

� ßØÈ Õ_è¦ÔSÝ�Î(Õ�Ô�ÙªÛ�Ù È ÔSÕ�å ÔSÎ
u
ÛSÕ�Þ

d
Û�ÐkÔQÜSÍ é äõÍ/ä È âêâGÒUÔSÕ ßJÈ ÞBÍÏÎ(ÙØÌ�Û�Ù

u.d = 1

Ð'Ñ È ×¦á_â È Ò�ÛQÙ È ÔSÕ é ÛSÕíÛ ßØß ÍUÙ)á_Î È ÒÏÍ�ÙØÌ�Û�Ù ß Ì È å¤Ù ß ÔSÕ�ÒUÍdÝ�á'äfÛSÎªÞ ß å Ô�âãâêÔOäfÍ�Þ�Ð'Ñ�Û¦ÞBÔQä)Õ'äfÛSÎªÞÁ×¦ÔQÜSÍ È ÕíÙxäõÔ
ß Ý�ÒÏÒÏÍ ßØßØÈ ÜSÍ*Ù È ×¦Í È Õ'ÙØÍ�ÎØÜ�Û�â ßÏé ä È âêâDÎØÍÏÙªÛ È Õ È Ù ß)È Õ È Ù È ÛSâDÜQÛ�âêÝ_Í�Ù¢äfÔ¦ákÍÏÎ È Ô_Þ ß ÐkÍÏå ÔSÎªÍ æ�6 Ì Èàß)È ÞBÍ�Õ�Ù È ÙxÑíÞBÍ ß ÒUÎ È ÐkÍ ß ÙªÌ_Í
ÙØÌ�ÍÏÔSÎªÑ	ÐkÍÏÌ È Õ�Þ�ÙªÌ_Í2âåÎ � á%C2È � Ë � Ë��(È � Ë�á%C � ä�Í�æçâÓÎ�Î È ÕíÖ�è æ � æ e æ"6 Ì�ÍÏÎªÍUå ÔSÎªÍ é ÛQÙ�Þ Èêß ÒUÎªÍUÙªÍ*Ù È ×¦Í

tk
é ÙªÌ_Í

Ý_Õ�Þ_ÍÏÎØâêÑ È Õ_è�Û ßªß ÍÏÙ)ÒÏÛSÕëÛ ßªß Ý_×¦ÍdÔSÕ_ÍdÔSå
mk = k + 1

ákÔ ßªßJÈ Ð_âêÍ�Ü�Û�âêÝ_Í ß

Sk+1 =







u.Sh
k

ä È ÙØÌëá_ÎªÔSÐ�ÛSÐ È â È Ù¢Ñ
p

d.Sh
k

ä È ÙØÌëá_ÎªÔSÐ�ÛSÐ È â È Ù¢Ñ
1− p

½ � æ N ` ¾

ä)Ì_Í�ÎØÍ�ÙØÌ�Í/á_ÎØÔ�Ð�Û�Ð È â È ÙxÑ	Ô�å�ÛSÕíÝ_á:9�Ù È Òªì	ÙªÔ
u.Sh

k

Èàß Í7�Bá_ÎØÍ ßØß Í�Þ�Û ß

p =
eµ∆t − d

u− d
,



N `

Û�Õ�Þ�ÎØÍ ß ákÍWÒ�Ù È Õ_è2ÙØÌ_Í¡Û ßØß Ý_×¦áBÙ È ÔSÕ ß ÔSåiÐ È Õ�ÔS× È ÛSâ®á_ÎªÔSÐ�ÛSÐ È â È ÙxÑ é ÙØÌ�Û�Ù�Ô�å�Û¦ÞBÔQä)Õ'äfÛSÎªÞ�×2ÔQÜSÍ�ÙØÔ
d.Sh

k

Èêß

q = 1− p
æ �fÑ È ×¦á_â È Ò�ÛQÙ È ÔSÕ é ÙªÛ�ì È Õ_è

Sh
k

ÙØÔ¦ÐkÍ�ÙØÌ_Í ß ÙØÔ_Òªì�á�Î È ÒUÍdÛ�ÙfÙªÌ_ÍdÐkÍÏè È Õ�Õ È Õ�è2Ô�åGÙªÌ_Í�Ù È ×¦Í È Õ�ÙªÍÏÎªÜQÛ�â
∆t
é

ÙØÌ�Í/Í'�BákÍ�Ò�ÙªÍ�ÞíÜQÛ�âêÝ_ÍdÔ�å�ÙªÌ_Í ß ÙªÔBÒzì	á_Î È ÒUÍ/Û�Ù(ÙªÌ_Í/ÍÏÕ�ÞíÔ�å�ÙªÌ_ÍdÙ È ×¦Í È Õ'ÙØÍÏÎªÜQÛSâÁ½
Sh
k+1

¾ Èàß

E(Sh
k+1|Sh

k ) = Sh
k e

r∆t ½ � æ N a ¾
ä)Ì È ÒªÌ È ×2á�â È Í ß ÙØÌ�ÛQÙ)ÙØÌ_Í¡Þ Èêß ÒUÔ�Ý_Õ�ÙªÍ�Þ ß ÙØÔBÒzì	á_Î È ÒÏÍ Èêß Û2×�Û�ÎØÙ È Õ_è�ÛSâãÍ æ
ç Ù)Ù È ×¦Í

2∆t
é ÙªÌ_ÍÏÎªÍdÍ7� Èàß Ù(ÙØÌ_ÎªÍÏÍ/ákÔ ßªßJÈ Ð_âêÍ�Ô�ÝBÙªÒÏÔS×¦Í ß Ô�å�ÙªÌ_Í ß ÙØÔBÒzì	á_Î È ÒÏÍ ñ

S0u
2 é S0ud ÛSÕ�Þ S0d

2 ½¤å Ô�Î
×�ÛQÙªÌ_ÍÏ×�ÛQÙ È Ò�Û�â ßØÈ ×2á�â È Ö�ÒÏÛ�Ù È ÔSÕ é äõÍdä)Î È ÙØÍ

S0u = u.Sh
k

é ä)Ì_ÍÏÎªÍ
k = 0

¾ æ�# Í/ÎØÍ�Ò�Û�âêâmÌ�ÍÏÎªÍ*ÙªÌ�ÛQÙ È Õ�ÙªÌ_Í¡ÒÏÛ ß ÍdÔ�å
âêÔIÔSìIÐ�Û�Òªì�ÔSá_Ù È ÔSÕ ß�é ÙØÌ_Í ß ÙØÔ_Òªì	á_Î È ÒUÍ/ÛQÙ)Ù È ×¦Í

tk
ÔSÕ_âêÑÁÞ_ÍÏákÍÏÕ�Þ ß Ô�Õ�ÙØÌ_Í/ÕIÝ_×#ÐkÍÏÎ�Ô�å�Ý_á'äfÛSÎªÞ�×¦ÔOÜSÍ ß ÙØÌ�Û�Ù

Ì�ÛOÜSÍdÔBÒÏÒÏÝ_ÎØÎªÍ�Þ æ ç Ù�ÙØÌ_Í/ÍÏÕ�Þ�ÔSåiÕ ß Ý_Ð_ákÍÏÎ È ÔBÞ ß ½�ÛQÙ)Ù È ×¦Í
n∆t

¾ é�ß Ý_á_ákÔ ß Í�ÙØÌ_Í�ÎØÍ/Ì�ÛWÜSÍdÐkÍ�ÍÏÕ
h
Ý_á:9�Ù È Òzì ß�é äfÍ

ÔSÐ_ÙªÛ È Õ
n+ 1

ß ÙØÔBÒzì	á_Î È ÒÏÍ ß ä È ÙØÌíÙØÌ�Ídè�ÍÏÕ_Í�ÎªÛSâmÍ'�Bá_ÎªÍ ßªßJÈ ÔSÕ

Sh
k = S0u

kdh−k k = 0, 1, . . . , n
½ � æ ��� ¾

ä)Ì È ÒªÌ�Ñ È ÍÏâàÞ ß ÙØÌ_Í ß ÙØÔ_Òªì�á_Î È ÒUÍdÛQÙ(Í�ÛSÒzÌÁÕ_ÔBÞ_Í*Ô�åGÙØÌ_ÍdÐ È Õ�ÔS× È ÛSâ�ÙªÎØÍ�Í ß ÙØÎªÝ�Ò�ÙªÝ_ÎªÍ æ �4w'Ý�ÛQÙ È Ô�Õ*½ � æ ��� ¾sÔ�ÙªÌ_ÍÏÎªä Èêß Í
È ×2á�â È Í ß ÙªÌ�ÛQÙ)ÙØÌ_Ô�Ý_èSÌ�ÙªÌ_ÍÏÎªÍd× È èSÌ�Ù�ÐkÍ ß Í�ÜSÍÏÎzÛ�âmÕ_ÔBÞ_Í ß Û�Ù�ÛMÙ È ×¦Í

tk
é ÙØÌ_Í�Ñ�ÛSÒ�ÙªÝ�Û�âêâêÑ	ÎØÍ�á_ÎØÍ ß Í�Õ�Ù(ÙØÌ_Í ß Û�×¦Í

ß ÙØÔBÒzì	á_Î È ÒÏÍ
Sh
k

é ÙØÌ Èêß á_ÎªÔSákÍ�ÎJÙxÑ�ä È âêâDÐ�Í/ÔSåiá�Û�ÎØÙ È ÒUÝ_âàÛ�Î ßØÈ èSÕ È Ö�ÒÏÛSÕ�ÒUÍ È ÕëÔSÝ_Î)á_Î È Ò È Õ_è2á�ÎØÔBÒÏÍ�ÞBÝ_ÎªÍ È Õ�ÙªÌ_Í/Õ_Í'�IÙ
ÒzÌ�Û�áBÙªÍÏÎ æ�6 Ì_ÍdÙØÎªÍÏÍ/ÞBÍ ß ÒÏÎ È ÐkÍ ß ÙØÌ_Í/Í�Õ�Ù È ÎªÍ ß Í�w'Ý_ÍÏÕ�ÒUÍdÔ�åiÎzÛ�Õ�Þ_ÔS× ÜQÛSÎ È Û�Ð_âêÍ ß {Sh

k }nk=0
ÙØÌ�ÛQÙ�ÞBÍUÖ�Õ_ÍdÙØÌ_Í ß ÙØÔBÒzì

á_Î È ÒÏÍdá_ÎØÔ_ÒUÍ ßªß�æ Ë å
f(.)

Èàß ÙªÌ_Í/á�ÛWÑ�Ôz&�å Ý_Õ�ÒUÙ È ÔSÕíå ÔSÎ)ÙØÌ_Í/ÔSá_Ù È ÔSÕëÛQÙ�Í'�Bá È ÎØÑ
T = N∆t

é äõÍ/Ò�Û�ÕëÛ ßªßØÈ è�Õ	ÙªÌ_Í
ÔSá_Ù È ÔSÕíá_Î È ÒÏÍ

V N
k = f(SN

k ) = f(S0u
kdN−k).

½ � æ �:N ¾
Q ÍÏÙ(ÙªÌ_Í/á_ÎªÍ ß ÍÏÕ�Ù�ÜQÛ�âêÝ_ÍdÔ�å�ÙªÌ_Í/ÔSá_Ù È ÔSÕ

Sh
k

Û�Ù(Ù È ×¦Í
tk
ÐkÍ¡ÞBÍÏÕ�Ô�ÙØÍWÞ�Ð'Ñ

V h
k = V (Sh

k , tk)
æÁ6 Ì_ÍÏÕíÙØÌ_Í

Í'�BákÍWÒ�ÙØÍWÞ�ÜQÛSâãÝ�Í�ÔSå�ÙØÌ_Í/Ô�áBÙ È ÔSÕëÛ�Ù(ÙØÌ_Í/Í�Õ�ÞíÔ�å�ÙØÌ�ÍdÙ È ×2Í È Õ�ÙªÍÏÎªÜQÛSâ
tk+1

Èàß

V h
k+1 = e−r∆t[pV h+1

k+2 + (1− p)V h+1
k+1 ]

½ � æ �S� ¾
6 Ì_Í/Õ_Ôz9¢Û�ÎªÐ È ÙØÎzÛ�èSÍ�ÒUÔSÕ�Þ È Ù È Ô�Õ È ÕëÍ'�Bá_ÎªÍ ßªßØÈ Ô�Õ*½ � æ Nd} ¾�èSÝ�Û�ÎzÛ�Õ�ÙªÍÏÍ ß ÙªÌ�ÛQÙ

0 < p < 1
é ÙØÌ_Í�ÎØÍÏå ÔSÎªÍ�Íbw�Ý�ÛQÙ È ÔSÕ

½ � æ �S� ¾õÒÏÛSÕíÐkÍ/ÒUÔ�Õ ßØÈ ÞBÍ�ÎØÍWÞ�Û ß ÛSÕíÍ'�BákÍ�Ò�ÙzÛQÙ È Ô�Õ�ÔSå�ÙØÌ_Ídå Ô�ÎØ×

V h
k = e−r∆tEp[f(S

h
k )]

½ � æ �ze ¾
ä)Ì_Í�ÎØÍ

f(Sh
k )
Èêß ÙØÌ_Í/á�ÛOÑSÔ�&�å Ý_Õ�Ò�Ù È Ô�Õ é ä)Ì È ÒzÌ È ×¦á_â È Í ß ÙØÌ�Û�Ù(ÙªÌ_Í¡Þ Èàß ÒÏÔSÝ_Õ'ÙØÍ�Þ ß ÙªÔBÒzì	á_Î È ÒUÍ Èàß Û¦×¦ÛSÎJÙ È Õ�è�Û�âêÍ æ

6 Ì Èàß)ß ákÍ�Ò È ÛSâ®á_ÎØÔ�ákÍÏÎØÙ¢Ñ	×¦Í�ÛSÕ ß ÙØÌ�Û�Ù�ÛQÙ)Í7�Bá È ÎªÑ�Ù È ×¦Í
T = tn

é_È å
VT

Èàß ÙªÌ_Í/ÜQÛSâãÝ_ÍdÔSå�ÙØÌ_Í/Ô�áBÙ È ÔSÕ é ÙØÌ_Í�Õ

Ep[VT ] = S0e
rT .



N a

6 Ì_Í¡Û�ÐkÔQÜSÍ�Í'�Bá_ÎªÍ ßªßJÈ ÔSÕ ßØÈ ×¦á_âêÑÁ×¦Í�Û�Õ ß ÙØÌ�Û�Ù(ÙªÌ_Í/Í'�BákÍ�ÒUÙØÍWÞ�ÜQÛSâãÝ_ÍdÔSå�ÙØÌ_Í/Ô�áBÙ È ÔSÕëÛ�Ù ß Ô�×¦Í�ákÔ È Õ'Ù È Õíå ÝBÙØÝ_ÎªÍ
Èàß ÙªÌ_Í ß ÛS×¦ÍdÛ ß ÙªÌ�ÛQÙ�ÔSå�ÙØÌ_Í/Î Èàß ìo9�å ÎØÍ�Í�Û ßØß ÍUÙ éIÈ ÕëÔ�ÙØÌ�ÍÏÎ)äõÔ�ÎªÞ ß�é Õ�Ô¦×�ÛQÙJÙªÍÏÎ)ÙØÌ_Í/Íbw�Ý È ÜQÛSâêÍÏÕ�Ù�ÛS×2Ô�Ý_Õ�Ù�Ô�å
×¦ÔSÕ_Í�Ñ�ÙªÌ�ÛQÙ�ÒUÔ�Ý_âàÞ�ÐkÍ�å Ý_ÎØÙØÌ�ÍÏÎ È Õ'ÜSÍ ß ÙªÍ�Þ È ÕíÙØÌ_Í/Î Èàß ìo9�å ÎØÍ�Í�Û ßØß ÍUÙ é ÙªÌ_Í È Õ'ÜSÍ ß ÙØ×¦Í�Õ�Ù ß Ì_ÔSÝ_âàÞ�ÐkÍ/Í'�BákÍ�ÒUÙØÍ�Þ�ÙØÔ
èSÎªÔQä!ÛQÙ)ÙØÌ_Í/Î Èêß ìo9·å ÎªÍÏÍ�ÎzÛQÙªÍ È ÕíÍ È ÙªÌ_ÍÏÎ�ÒÏÛ ß Í ß7ñ ÙØÌ Èàß)Èêß ÎªÍUå ÍÏÎªÎªÍ�Þ	ÙØÔ	Û ß ÙØÌ_Í2â � ÿ �BA Ë�Î'Ê:æçâåä�Í:÷�âåá�È�ä�È � Í � æD�EC2Î�ädÿ�Ê:âåÎ æ
6 Ì_Í/ÜQÛ�âêÝ_ÍdÔ�å�Ûy��Ý_ÎØÔ�ákÍ�ÛSÕíÒ�Û�âêâDÛ�Õ�Þ�á�ÝBÙ�ÔSá_Ù È ÔSÕëÛQÙ�Í'�Bá È ÎØÑÁÒ�Û�ÕíÕ_ÔQä!ÐkÍ/è È ÜSÍÏÕëÛ ß

V h
n = max[Sh

n −K, 0], k = 0, . . . , n
½ � æ � S ¾

Û�Õ�Þ

V h
n = max[K − Sh

n, 0]
½ � æ ��f ¾

ÎªÍ ß ákÍ�Ò�Ù È ÜSÍ�âãÑ æ
��È ÜSÍÏÕ�ÙªÌ_Í ß Í/Í'�Bá_ÎØÍ ßØßØÈ ÔSÕ ß�é ÙØÌ_Í ß Ý_Ð ß Í�w'Ý_ÍÏÕ'Ù)Ô�áBÙ È ÔSÕíÜQÛSâãÝ�Í ß ÔSÕ�ÙØÌ�Í/ÎØÍWÒUÔS×#Ð È Õ È Õ_è¦Ð È Õ_Ô�× È ÛSâmÙØÎªÍÏÍ ñ

V h
k

é å ÔSÎ

h = 0, . . . , k
é Û�Õ�Þ

k = n− 1, n− 2, . . . , 0 é ÒÏÛSÕ�ÐkÍ¡ÒÏÛSâêÒÏÝ_âêÛ�ÙØÍWÞÁÝ ßØÈ Õ_è¦Ð�ÛSÒzìIäfÛ�ÎzÞÁÎØÍWÒUÝ_Î ßJÈ ÔSÕ æ Ë å�äõÍ¡Û ßªß Ý_×¦Í
Û�Õ

N
TIákÍÏÎ È ÔBÞÁ×¦ÔBÞBÍ�âÁ½

N
T ß ÙØÍÏá ß ¾ é ä)Ì_Í�ÎØÍ

T = N∆t
é å ÔSâêâãÔQä È Õ_è2Ô�Ý_Î)Ð È Õ�ÔS× È ÛSâmÙØÌ�ÍÏÔSÎªÑ é

V0 = e−rT

N
∑

k=0

(

N

k

)

pk(1− p)N−kV h
k

½ � æ �z| ¾

È�æ Í æ

V0 = e−rT

N
∑

k=0

(

N

k

)

pk(1− p)N−kf(S0u
kdN−k)

½ � æ �c} ¾
6 Ì_Í�ÎØÍÏå¤Ô�ÎØÍ é ÙªÌ_Í/á�ÛWÑ�Ôz& ß Û�Ù)Í�Û�ÒªÌíÕ_ÔBÞ_Í È ÕíÙØÌ�Í

N
TIákÍÏÎ È Ô_Þ	×¦ÔBÞ_ÍÏâDÒ�Û�ÕíÐkÍ/Í'�Bá_ÎªÍ ßªß ÍWÞÁÛ ß å Ý_Õ�Ò�Ù È Ô�Õ ß Ô�åiÙØÌ_Í

á�ÛOÑSÔz& ß(È Õ�Û�Õ
(N + 1)

9�ákÍ�Î È ÔBÞÁ×¦ÔBÞBÍ�â ë

f(S0u
kdN−k) = e−r∆t[pf(S0u

k+1dN−k) + (1− p)f(S0u
kdN+1−k)]

½ � æ � ` ¾

6 Ì Èàß ÒÏÔSÕBÖ�ÎØ× ß ÙØÌ�Û�Ù)Ô�Ý_Î(å ÔSÎª×#Ý_âàÛ Èàß Ü�Û�â È ÞÁå Ô�Î
N
Û ß äõÍ�âãâGÛ ß

(N + 1)
9 á�Í�Î È ÔBÞÁ×¦ÔBÞ_ÍÏâ ßÏæ

�IÝ_×¦×�Û�Î È âãÑ é �sÝ_ÎªÔSákÍWÛ�ÕëÛ�Õ�Þ ç ×2Í�Î È ÒÏÛSÕíá�ÛQÙªÌ:9 ÞBÍ�ákÍÏÕ�ÞBÍ�Õ�Ù�Ô�áBÙ È ÔSÕ ß ÛSÎØÍdÍÏÜQÛSâãÝ�ÛQÙØÍWÞÁÐIÑ ß ÙzÛ�ÎØÙ È Õ_è¦ÛQÙ)ÙØÌ_Í
Í'�Bá È ÎªÑ�Ù È ×¦Ídä)Ì È ÒzÌí×�ÛSÎØì ß ÙªÌ_Í/ÍÏÕ�ÞíÔ�å�ÙªÌ_ÍdÙØÎªÍÏÍdä)Ì�ÍÏÎªÍ*ÙªÌ_Í/ÜQÛSâãÝ�Í�ÔSå�ÙØÌ_Í/Ô�áBÙ È ÔSÕ Èàß ìIÕ_ÔQä)Õ é ÛSÕ�Þ�äõÔ�ÎØì È Õ_è
Ð�Û�ÒªìIäfÛSÎªÞ*½ ÎªÍUå ÍÏÎªÎªÍ�Þ	ÙªÔ�Û ß ÎªÍ�ÒÏÝ_Î ßØÈ ÔSÕu¾�Ô�Î(ÐIÑ ß Ý_×¦×�ÛQÙ È Ô�Õ æ ç ßØß Ý_× È Õ_è¦Î Èêß ìo9�Õ_Í�ÝBÙØÎzÛ�â È Ù¢Ñ é ÙØÌ_Í/Ü�Û�âêÝ_ÍdÔ�å�ÙØÌ�Í
ÔSá_Ù È ÔSÕëÛQÙ�Í�ÛSÒzÌíÕ_ÔBÞBÍ/Û�Ù(Ù È ×¦Í

T −∆t
Èêß ÙØÌ�Í/Í'�BákÍ�Ò�ÙªÍ�ÞíÜQÛ�âêÝ_Í È ÕíÙ È ×¦Í

T
Þ Èàß ÒUÔSÝ�Õ�ÙØÍWÞíÛQÙ�ÎªÛ�ÙØÍ

r
å ÔSÎ�ÛMÙ È ×¦Í

ákÍÏÎ È ÔBÞ
∆t
æ



�z�

MDÿ k ÿ F ÿ¿M ��ïoKc�Gð��WòLIkó
��È ÜSÍÏÕ�ÙªÌ_Í/ÔSá_Ù È ÔSÕíá�ÛOÑSÔz& ß Û�Ù(ÙªÌ_ÍdÖ�Õ�Û�âDÕ_ÔBÞ_Í ß

V N
k

å ÔSÎ�ÛSâêâ
0 ≤ k ≤ n

Û�Õ�ÞÁÙØÌ_Í¡ÛSá_á_ÎªÔSá_Î È Û�ÙØÍ*á�Û�ÎzÛ�×¦ÍUÙªÍÏÎ ß

u, d, p
é ÙªÌ_Í/á_ÎªÍÏÜ È Ô�Ý ß 8cÜQÛSâêÝ_Í ß ÒÏÛSÕ�ÐkÍ¡ÒÏÛSâêÒÏÝ_âêÛ�ÙØÍWÞÁÐIÑ	ÙØÌ_Í/ÎªÍ�ÒUÝ�Î ßØÈ Ü�Í�å Ô�ÎØ×#Ý_âàÛ

V n−1
k = e−r∆t[pV n

k+1 + (1− p)V n
k ] for 0 ≤ k ≤ n− 1 ½ � æ � a ¾

�(Û ß Í�ÞÁÔ�Õ�ÙØÌ_Í¡ÛSÐkÔOÜSÍdÍ'�Bá_ÎØÍ ßØßØÈ ÔSÕ é
N
Ô�ákÍÏÎzÛQÙ È ÔSÕ ß ä È âêâ®ÐkÍ/ÎªÍ�w'Ý È ÎØÍWÞ	ÙØÔ¦Ô�ÐBÙªÛ È Õ�ÙªÌ_Í/ÔSáBÙ È Ô�ÕíÜQÛ�âêÝ_Í ß å Ô�Î(ÙØÌ_Í

ákÍÏÎ È ÔBÞ
N − 1 é ÛSÕ�ÞÁÙØÌ�Í/ákÍÏÎ È ÔBÞ N − 2 ä È âãâDÎªÍ�w'Ý È ÎªÍ N − 1 Ô�ákÍÏÎzÛQÙ È ÔSÕ ßÏæ"6 Ì_Í�ÎØÍUå Ô�ÎØÍ*ÙªÔ2Ö�Õ�ÞÁÙªÌ_Í/á_ÎªÍ ß ÍÏÕ�Ù

ÜQÛSâãÝ�Í�ÔSå�ÙØÌ_Í/Ô�áBÙ È ÔSÕëÛ�Ù
t = 0

é ÛSÕíÛSèSè�ÎØÍ�èSÛQÙªÍ*Ô�å

N + (N − 1) + (N − 2) + . . . 1 =
N(N − 1)

2

ÔSákÍ�ÎªÛ�Ù È ÔSÕ ß Û�ÎªÍ�ÎªÍ�w'Ý È ÎªÍ�Þ	ÙØÔ	ÒUÔS×¦á_Ý_ÙØÍdÙØÌ_Í/ÜQÛSâêÝ_Í�ÔSå�ÙØÌ_Í/Ô�áBÙ È ÔSÕ é ÙØÌ Èêß ×¦ÍUÙªÌ_ÔBÞ�ÙØÌ_Í�ÎØÍÏå ÔSÎªÍ*ÙªÛSìSÍ ß
O( 12N

2)

ÔSákÍ�ÎªÛ�Ù È ÔSÕ ß ÙØÔ�ÔSÐBÙzÛ È Õ�ÙØÌ_Í/Ô�áBÙ È ÔSÕíÜQÛSâãÝ�Í æ

MDÿ k ÿ F ÿ � F ��÷�÷�øBý�òZI�óa÷�ï�ýb��I�J
ç Õ�ÛSâ ÙªÍÏÎªÕ�ÛQÙ È ÜSÍ*ÙªÔ2ÙªÌ_Í/ÎØÍWÒUÝ_Î ßØÈ ÜSÍdÛ�á_á�ÎØÔ'ÛSÒzÌ�Û�ÐkÔQÜSÍ Èàß ÙªÌ_ÎªÔSÝ_è�ÌÁÙØÌ�Í¡Þ Èêß ÒUÎªÍUÙªÍdÎ Èàß ìcTIÕ_ÍÏÝBÙªÎªÛSâkÍ7�IákÍWÒ�ÙzÛQÙ È ÔSÕ
å ÔSÎª×#Ý_âàÛ È ÕëÍ�w'Ý�ÛQÙ È ÔSÕ � æ �c} æ Ë¢Õ�ÙªÌ Èêß Ò�Û ß Í é ÙØÌ_Í/Ð È Õ_Ô�× È ÛSâDÒUÔIÍ7�	Ò È ÍÏÕ�Ù ß Û�ÎªÍdÒ�Û�âàÒUÝ_âàÛQÙªÍ�ÞíÛ ß å ÔSâêâãÔQä ß

BNk =

(

N

k

)

pk(1− p)N−k, 0 ≤ k ≤ N.

ß Ý_×¦×2ÍWÞoT'Ý_á�Û�Õ�ÞíÍ�ÛSÒzÌíÔ�å�ÙªÌ_ÍÏ× Èêß å Ý_ÎØÙØÌ_Í�Î)×#Ý_âãÙ È á_â È ÍWÞíÐIÑ	ÙØÌ_Í¡ÒUÔ�ÎØÎªÍ ß ákÔSÕ�Þ È Õ_èMá�ÛOÑSÔ�&ÓÜQÛ�âêÝ_Í æ�6 Ì Èêß
á_ÎªÔBÞBÝ�ÒUÙ Èêß Þ Èàß ÒÏÔSÝ_Õ'ÙØÍ�Þ�ÙØÔ¦Ô�ÐBÙªÛ È Õ�ÙªÌ_Í/á_ÎªÍ ß ÍÏÕ�Ù�ÔSáBÙ È Ô�Õ�Ü�Û�âêÝ_Í

V0 = e−rT

N
∑

k=0

BNkf(S0u
kdN−k)

å ÔSÎ�ÛSÕ'ÑÁÜQÛ�â È Þ�ÒÏÔS×#Ð È Õ�ÛQÙ È ÔSÕ ß Ô�å
u, d

é Û�Õ�Þ
p
æ

#�È ÙØÌ�ÛSÕ'ÑÁÒzÌ�ÛSÕ_èSÍ ß(È Õ
r
ÔSÎ

σ
é ÙªÌ_Í/Ð È Õ_ÔS× È Û�âDÒÏÔIÍ'�	Ò È ÍÏÕ'Ù ß

BNk

Ô�ÎfÙªÌ_Í¡Û ßªß ÍUÙ)ÜQÛ�âêÝ_Í ß
S0u

kdN−k
ä È âãâDÌ�ÛOÜSÍ

ÙØÔ�ÐkÍdÎªÍ�ÒÏÔS×¦á_ÝBÙªÍ�Þ æ ç Õ
N
T'ákÍÏÎ È ÔBÞÁ×2Ô_ÞBÍÏâDä È âêâDÕ_ÍÏÍWÞ

N + 1
Ð È Õ_ÔS× È Û�âDÒÏÔIÍ'�	Ò È ÍÏÕ'Ù ß

BNk =

(

N

k

)

pk(1− p)N−k =

(

N

k

)

1

2N
, 0 ≤ k ≤ N.

6 Ì_Í¡ÛSÒUÙØÝ�ÛSâ®ÔSáBÙ È Ô�Õ�Ü�Û�âêÝ_Í Èêß ÙØÌ_Í�ÕëÔSÐBÙzÛ È Õ_Í�ÞíÛ ß

V0 =
e−rT

2N

N
∑

k=0

(

N

k

)

f(S0u
kdN−k)

½ � æ e�� ¾



�
N

6 Ì_Í¡ÛSÞBÜ�Û�Õ�ÙzÛ�è�Í È Õ�ÙªÌ Èàß ×¦ÍÏÙØÌ_ÔBÞ Èàß ÙªÌ�ÛQÙ é ÞBÝ_Î È Õ_è�ÒÏÔS×¦á_ÝBÙzÛQÙ È ÔSÕ ßÏé ÙªÌ_Í/Ð È Õ_ÔS× È Û�âDÒÏÔIÍ'�	Ò È ÍÏÕ'Ù ß
BNk

ÛSÕ�Þ
Û ßªß ÍUÙ)ÜQÛ�âêÝ_Í ß

S0u
kdN−k

ÒÏÛSÕ�ÐkÍ¡ÒÏÛSâàÒUÝ_âàÛQÙªÍ�Þ�ÛSÕ�Þ ß ÙØÔ�ÎØÍWÞ È Õ�Û�ÕëÛSÎØÎzÛWÑ é Ô�Õ_âãÑ	ÙØÔ�ÐkÍdÎªÍ�Ò�Û�âêâãÍWÞÁÍ�ÛSÒzÌ�Ù È ×¦ÍdÙØÌ_Í
á�ÛOÑSÔz&�å Ý_Õ�Ò�Ù È ÔSÕëÔ�ÎfÙªÌ_Í/á�ÛSÎªÛS×2ÍÏÙØÍÏÎ ß

r, σ,∆t,
ÔSÎ

N
ÒzÌ�Û�Õ_è�Í æ 8�Ô�ÎØ×�ÛSâãâêÑ é ÙØÌ Èàß ×¦ÍUÙªÌ_ÔBÞ�ÎªÍ�w'Ý È ÎªÍ ß

O( 12N
2)

ÔSákÍ�ÎªÛ�Ù È ÔSÕ ß ÙØÔ	ÒÏÛSâêÒÏÝ_âêÛ�ÙØÍ�ÙØÌ_Í/Ð È Õ_Ô�× È ÛSâDÒUÔIÍ7��Ò È Í�Õ�Ù ßÏæ Ë¢ÕëÛ¦Ò�Û ß Í�ä)Ì_ÍÏÎªÍ
r, σ,∆t,

Ô�Î
N
ÒzÌ�Û�Õ�èSÍdÔ�å¤ÙØÍ�Õ é ÙØÌ�Í

ÎªÍ�ÒUÝ�Î ßØÈ ÜSÍ�×¦ÍUÙªÌ_ÔBÞíä È âêâDÐkÍ ß â È èSÌ'ÙØâêÑ�å�Û ß ÙªÍÏÎ(ÙªÌ�Û�ÕíÙØÌ_Í ß Ý_×¦×¦Û�Ù È ÔSÕëÛSá_á_ÎªÔ�ÛSÒzÌ é ÙØÌ�ÔSÝ_è�Ì�ÙØÌ_Í/ÎzÛQÙªÍ�ÔSå
ÒUÔ�Õ'ÜSÍ�ÎØè�ÍÏÕ�ÒUÍ�ÎØÍ�×�Û È Õ ß ÙªÌ_Í ß Û�×¦Í æ
Ë¢Õíè�ÍÏÕ_Í�ÎªÛSâ é Ý_Õ�ÞBÍÏÎ)ÙØÌ�Í/ÛSá_á_ÎªÔSá_Î È ÛQÙØÍ�â È × È Ù È Õ_è	ÒUÔSÕ�Þ È Ù È Ô�Õ ß

(N →∞) é ÙØÌ_Í/Ð È Õ_Ô�× È ÛSâ®á_ÎªÔBÒUÍ ßªß ÞBÍ ß ÒUÎ È ÐkÍ�Þ
Û�ÐkÔQÜSÍdÒÏÔSÕ'ÜSÍ�ÎØè�Í ß ÙªÔ�Û2âêÔSè�Õ_ÔSÎª×�Û�âká_Î È ÒUÍdá_ÎªÔBÒUÍ ßØß�é Û�Õ�Þ ß Ý_Ð ß Í�w'Ý_Í�Õ�ÙªâãÑ é ÙªÌ_Í/Ð È Õ_ÔS× È Û�â®á�Î È Ò È Õ_è2å ÔSÎª×#Ý_âêÛ
ÒUÔ�Õ'ÜSÍ�ÎØè�Í ß ÙªÔ2ÙØÌ�Í/�õâàÛSÒzìcT:�BÒzÌ_Ô�âãÍ ß å ÔSÎª×#Ý_âàÛ æ

Ô�²HG ³�×���¶�·I;¼Ù�<>¶�·"¸��ÇØ.->+I����·3�/ØJ�K��¶,Ú

Ë¢ÕëÛ�Þ_Þ È Ù È ÔSÕ�ÙªÔ2ÙØÌ_Í/Ð È Õ_Ô�× È Û�â®×¦ÍÏÙØÌ_ÔBÞ é ÔSÙØÌ_Í�Î)Õ'Ý_×¦ÍÏÎ È ÒÏÛ�â®×¦ÍÏÙØÌ_ÔBÞ ß Ì�ÛOÜSÍdÛSâ ß Ô2ÐkÍÏÍ�Õíá_ÎªÔSákÔ ß ÍWÞ�ÙªÔ ß Ô�âãÜSÍ�ÙØÌ_Í
á_ÎªÔSÐ_âêÍÏ× ß ÎØÍ�âêÛ�ÙØÍWÞ	ÙªÔ¦á_Î È Ò È Õ_è ç ×2Í�Î È ÒÏÛSÕíÛSÕ�Þ�ÔSÙØÌ_Í�Î)á�ÛQÙªÌ~TIÞBÍ�ákÍÏÕ�ÞBÍ�Õ�Ù�ÔSáBÙ È Ô�Õ ß ä)Ì_Í�ÎØÍ/Û�Õ�Û�âêÑ�Ù È ÒÏÛ�âmå ÔSÎª×#Ý_âêÛ ß
Û�ÎªÍ�Ý_Õ�ÛWÜ�Û È âêÛSÐ_âãÍ æ

Ý(bML�b Ü E�F�AON�HØ{�Hx@IA»t�HQP¡AGC_AG{�mAc:=A®@_F�q)�

6 Ì_ÍdÖ�Õ È ÙØÍ¡Þ È &mÍÏÎªÍÏÕ�ÒÏÍd×¦ÍUÙªÌ_ÔBÞ ß ÛQÙØÙØÍÏ×¦áBÙ�Û¦Õ'Ý_×¦ÍÏÎ È ÒÏÛ�â ß ÔSâêÝBÙ È Ô�ÕÁÙªÔ2ÙØÌ�Íh�fâàÛSÒzìcT:�BÒzÌ_ÔSâêÍ ß Í�w'Ý�ÛQÙ È ÔSÕ�ÐIÑ
Û�á�á_ÎØÔd� È ×�Û�Ù È Õ_è#ÙªÌ_Í/á�Û�ÎØÙ È Û�âDÞBÍ�Î È ÜQÛ�Ù È ÜSÍ ß ÙªÌ_ÎØÔ�Ý_èSÌíÍ È ÙØÌ_Í�Î�ÛSÕíÍ'�Bá_â È Ò È Ù�ÔSÎ È ×¦á_â È Ò È Ù ß ÔSâêÝBÙ È ÔSÕ æ Ë¢Õ�ÙªÌ Èêß Ò�Û ß Í
ÙØÌ�Í/á�Û�ÎØÙ È Û�âDÞ È &kÍ�ÎØÍÏÕ'Ù È Û�âDÍ�w'Ý�Û�Ù È ÔSÕ ß ½Â ! �Ç¾)ÛSÎØÍ�ÙØÎzÛ�Õ ß å ÔSÎª×¦Í�Þ È Õ'ÙØÔ	Û ß ÍÏÙ)ÔSå ßJÈ ×¦á_âêÍ/Þ È &mÍÏÎªÍÏÕ�ÒUÍ/Í�w'Ý�Û�Ù È ÔSÕ ß
ä)Ì È ÒªÌ�Û�ÎªÍ*ÙªÌ_ÍÏÕ ß ÔSâêÜSÍ�Þ È ÙªÍÏÎzÛQÙ È ÜSÍÏâêÑ æ ç ×¦Ô ß Ù)Ü�Û�âêÝ�Û�Ð_âêÍ�á�ÎØÔ�á�Í�ÎJÙxÑ	Ô�å�ÙØÌ�ÍdÖ�Õ È ÙØÍ¡Þ È &kÍ�ÎØÍ�Õ�ÒUÍ/×¦ÍUÙØÌ�ÔBÞ Èàß ÙªÌ_Í
å�ÛSÒUÙ(ÙªÌ�ÛQÙ È Ù�ÒÏÛSÕ�Ì�Û�Õ�ÞBâêÍdÔ�áBÙ È ×�Û�â ß ÙªÔSá_á È Õ_è�Û�Õ�ÞÁå ÎØÍ�ÍdÐkÔSÝ_Õ�Þ_Û�ÎªÑ�á�ÎØÔ�Ð_âãÍ�× ßÏæ Ë¢Õ�ÛSÞ_Þ È Ù È ÔSÕ é ÙØÌ�Í/×2ÍÏÙØÌ_Ô_Þ Èàß
ÒÏÛSá�Û�Ð�âãÍdÔ�åiÍÏÜ�Û�âêÝ�ÛQÙ È Õ�è¦Û�ÕIÑ�Ù¢ÑIákÍ/Ô�åiâ È Õ_Í�ÛSÎ é Õ_Ô�Õ~T'â È Õ�Í�Û�Î)Û ß äõÍÏâêâGÛ ß O ÎªÞ È Õ�ÛSÎØÑ !*È &mÍÏÎªÍÏÕ'Ù È Û�â��4w'Ý�Û�Ù È ÔSÕ ßÏæ�6 Ô
È âãâêÝ ß ÙØÎzÛQÙªÍ*ÙªÌ Èàß ×2ÍÏÙØÌ_Ô_Þ é ÒUÔSÕ ßJÈ ÞBÍÏÎ(ÙØÌ�ÍdÜ�Û�âêÝ_ÍdÔ�å�Ûy�sÝ�ÎØÔ�ákÍ�Û�Õíá_ÝBÙ�Ô�áBÙ È ÔSÕ

V = p(S, t)
ÙªÌ�ÛQÙ ß ÛQÙ Èêß Ö�Í ß ÙØÌ�Í

�fâêÛ�ÒªìcT
�BÒªÌ�ÔSâêÍ ß Íbw�Ý�ÛQÙ È Ô�Õ
∂V

∂t
+ rSt

∂V

∂S
+
1

2
σ2S2t

∂2V

∂S2
− rV = 0

½ � æ e
N ¾
ä È ÙØÌëÐkÔSÝ_Õ�Þ_Û�ÎªÑ	ÒÏÔSÕ�Þ È Ù È Ô�Õ ß

p(S, t) ≈ K
Û ß

S → 0
ÛSÕ�Þ

p(S, t) ≈ 0 Û ß S →∞ é ä)Ì_Í�ÎØÍ�ÙªÌ_ÍdÖ�Õ�ÛSâ
ÒUÔ�Õ�Þ È Ù È ÔSÕ

p(S, T ) = max{K − S, 0}



�S�

g È è�Ý_ÎªÍ � æ SuëÁ� Î È Þ Q Û�ÙJÙ È ÒÏÍ ß ÙªÎªÝ�Ò�ÙØÝ�ÎØÍ�å ÔSÎ(Ö�Õ È ÙªÍ¡Þ È &kÍ�ÎØÍ�Õ�ÒUÍ/×¦ÍUÙØÌ�ÔBÞ ß�æ

g�Ý_ÎJÙªÌ_ÍÏÎ�ÒUÔSÕ ßØÈ ÞBÍÏÎ
N
T ß Ý�Ð È Õ'ÙØÍ�ÎØÜ�Û�â ß ÙªÌ�ÛQÙ�×�Û�ìSÍdÝ_áíÙØÌ_ÍdÙ È ×¦Í ß á�ÛSÒÏÍ*å ÎªÔS× ÒÏÝ_ÎªÎØÍ�Õ�Ù(Ù È ×¦Í�ÙªÔ2ÙªÌ_Í/×¦Û�ÙØÝ_Î È Ù¢ÑÁÔ�å

ÙØÌ�Í/ÔSáBÙ È Ô�Õ
[0, T ]

é ä)Ì_ÍÏÎªÍ
∆t = T/N

Û ß(È âãâêÝ ß ÙØÎzÛQÙªÍ�Þ È ÕíÖ�è æ � æ S�æ Ë åiäõÍ/âãÍÏÙ
Smax

ÐkÍ¡Û ß Ý:�	Ò È ÍÏÕ�ÙªâãÑ�Ì È è�Ì
ß ÙØÔBÒzì	á_Î È ÒÏÍ ß Ý�ÒzÌ�ÙªÌ�ÛQÙ�ä)Ì_Í�Õ È Ù Èêß ÎªÍ�ÛSÒzÌ_Í�Þ é ÙªÌ_Í/á_ÝBÙ�Ô�áBÙ È ÔSÕíÜ È ÎJÙªÝ�Û�âêâêÑ	Ì�Û ß Õ_Ô¦Ü�Û�âêÝ_Í é ÙªÌ_ÍÏÕíå Ô�Î

M

ß Ý_Ð~T È Õ�ÙªÍÏÎªÜQÛ�â ß ×�Û�ì È Õ_èMÙªÌ_Í/ÍÏÕ'Ù È ÎØÍ/á_Î È ÒUÍdá�ÛQÙØÌëÔ�å�ÙªÌ_Í/ÔSáBÙ È Ô�Õ ñ

∆S = Smax/M.
½ � æ e�� ¾

ç ß ÔSâêÝBÙ È ÔSÕ�ÙØÔ�Í�w'Ý�ÛQÙ È Ô�ÕÄ½ � æ e-N ¾õÒÏÛSÕíÐkÍdÔ�ÐBÙªÛ È Õ�Í�Þ�Ð'ÑÁÝ ßØÈ Õ_è2ÙØÌ_Í È Õ�ÙªÍÏÎ È Ô�Î(è�Î È ÞÁákÔ È Õ'Ù ß)È ÕíÖ�è æ ½ � æ S ¾�ÙØÔ
Û�á�á_ÎØÔd� È ×�Û�ÙØÍ�Í�ÛSÒzÌ	ÙØÍÏÎª× È ÕÁÙØÌ_Í�Í�w'Ý�Û�Ù È ÔSÕ æ�6 Ì_Í ß ÔSâêÝBÙ È Ô�Õ�ÙØÔMÙØÌ_Í�á�ÛSÎJÙ È ÛSâkÞ È &kÍ�ÎØÍ�Õ�Ù È ÛSâkÍbw�Ý�ÛQÙ È ÔSÕ Èêß ÔSÐBÙzÛ È Õ_Í�Þ
ÙØÌ�ÎØÔ�Ý_èSÌ�Ù¢äõÔ¦Ö�Õ È ÙØÍ¡Þ È &mÍÏÎªÍÏÕ�ÒÏÍ È ×2á�âãÍ�×2Í�Õ�ÙzÛQÙ È ÔSÕ ß7ë ÙØÌ�Í/Í'�Bá_â È Ò È Ù�×¦ÍUÙªÌ_ÔBÞíÛSÕ�ÞÁÙªÌ_Í È ×¦á_â È Ò È Ù�×¦ÍUÙØÌ�ÔBÞ æ

MDÿ � ÿ F ÿ F l �iïÓïoð0W�ñ�òLK�ò ýSRióiò ýWïxJiòMT�ï'ðQïIó�K�ï�÷ùï'ý��$I0J

6 Ì Èàß ÛSá_á_ÎªÔ�Û�ÒªÌíÒÏÛ�âàÒUÝ_âàÛ�ÙØÍ ß ÙØÌ_Í/Ü�Û�âêÝ_ÍdÔ�å�ÙªÌ_Í¡ÞBÍÏÎ È Ü�ÛQÙ È ÜSÍ ß Í�ÒÏÝ_Î È ÙxÑÁÛQÙ)Ù È ×¦Í
t+∆t

Û ß ÛMå Ý_Õ�Ò�Ù È Ô�ÕëÔ�å�ÙªÌ_Í
ÜQÛSâãÝ�Í ß ÛQÙ(Ù È ×¦Í

t
æ � ßJÈ Õ_è�Û�á�á_ÎØÔ�á_Î È Û�ÙØÍ*ÐkÔ�Ý_Õ�Þ_ÛSÎØÑÁÒUÔ�Õ�Þ È Ù È ÔSÕ ß�éBÈ Ù ß Ô�âãÜSÍ ß ÙØÌ_Íh ! ��ÐIÑÁá_ÎØÔ_ÒUÍÏÍWÞ È Õ�è



��e

Ð�Û�ÒªìIäfÛSÎªÞ È ÕíÙ È ×¦ÍdÙØÌ_ÎªÔSÝ�èSÌ ß ×�Û�âêâ È Õ�ÙØÍ�ÎØÜ�Û�â ß Ý_Õ'Ù È â®ÙªÌ_Í/ÔSáBÙ È ×¦ÛSâ®á�Û�ÙØÌíÙØÔ¦Í�ÜSÍÏÎªÑ
t
Èêß å ÔSÝ_Õ�Þ æ Q ÍÏÙ

∂v

∂S
≈ v{i∆t, (j + 1)∆S} − v{i∆t, (j − 1)∆S}

2∆S
,

½ � æ e�e ¾

∂2v

∂S2
≈ v{i∆t, (j + 1)∆S} − v{i∆t, (j − 1)∆S} − 2v(i∆t, j∆S)

∆S2
½ � æ e S ¾

∂v

∂t
≈ v(i∆t, j∆S)− v{(i− 1)∆t, j∆S}

∆t

½ � æ ecf ¾
g�Ý_ÎJÙªÌ_ÍÏÎ�âãÍÏÙ

S = j∆S
é ÙªÌ_ÍÏÕ ß Ý_Ð ß Ù È ÙØÝBÙ È Õ�è¦ÙØÌ_Í ß ÍdÙØÌ_ÎªÍÏÍ/Í�w'Ý�ÛQÙ È Ô�Õ ß(È Õ'ÙØÔ�Í�w'Ý�ÛQÙ È Ô�Õ � æ e-N é Ñ È ÍÏâàÞ ß

ajv{i∆t, (j − 1)∆S}+ bjv(i∆t, j∆S) + cjv{i∆t, (j + 1)∆S} ≈ v{(i− 1)∆t, j∆S} ½ � æ e�| ¾
ä)Ì_Í�ÎØÍ

aj = −
1

2
rj∆t+

1

2
σ2j2∆t

bj = 1− σ2j2∆t− r∆t

cj =
1

2
rj∆t+

1

2
σ2j2∆t

�fÑ	âêÍUÙØÙ È Õ_è
vi,j ≈ v(i∆t, j∆S)

é Í�w'Ý�ÛQÙ È ÔSÕ � æ e�| ÒÏÛSÕ�Õ�ÔOä ÐkÍ/Í'�Bá_ÎªÍ ßªß Í�Þ�Û ß ÛMÖ�Õ È ÙØÍ¡Þ È &mÍÏÎªÍÏÕ�ÒUÍ ß ÒzÌ_Í�×2Í/Ô�å
ÙØÌ�Ídå ÔSÎª×

ajvi,j−1 + bjvij + cjvi,j+1 = vi−1,j
½ � æ eo} ¾

Ë¢Õ�ÙªÌ Èàß ÒÏÛ ß ÍdÔSÝ_Î)ÐkÔSÝ_Õ�Þ_Û�ÎªÑ	ÒÏÔSÕ�Þ È Ù È Ô�Õ ß ÐkÍ�ÒUÔ�×¦Í
vi,0 = K

é
vi,M = 0

é ä)Ì_Í�ÎØÍ
i = 0, 1, . . . N − 1 ä È ÙØÌíÙªÌ_Í

Ö�Õ�ÛSâDÒÏÔSÕ�Þ È Ù È Ô�ÕÁå Ô�Î�Ûy�sÝ_ÎªÔSákÍWÛ�Õíá_ÝBÙ�Ô�áBÙ È ÔSÕëÛ ß

pN,j = max{K − j∆S, 0}, j = 0, 1, . . . ,M.

�4w'Ý�Û�Ù È ÔSÕÖ½ � æ e~} ¾ Èàß Í7�Bá_â È Ò È Ù È ÕíÙØÌ_Í ß ÍÏÕ ß Í�ÙªÌ�ÛQÙ�Û�âêâ
vi,j
é å Ô�Î

j = 0, 1, . . . ,M
ÒÏÛSÕ�ÐkÍ/ÔSÐBÙzÛ È Õ_Í�ÞÁå Ô�Î(ÙØÌ_Í

ÒÏÛSâêÒÏÝ_âàÛQÙ È ÔSÕíÔ�å
vi−1,j

æ Ë¢Õ�ÙªÌ_Í¡Û�Ð ß Í�Õ�ÒUÍdÔ�å�ÙªÌ_Í ß Ídá�ÎØÔ�á�Í�ÎJÙxÑ é Û�Õ È ×¦á_â È Ò È Ù�ÛSá_á_ÎªÔ�Û�ÒªÌ Èêß Ý ß Í�ÞÁÙªÔ ß ÔSâêÜSÍ*ÙØÌ�Í
á�ÛSÎJÙ È ÛSâ®Þ È &mÍÏÎªÍÏÕ�Ù È ÛSâDÍ�w'Ý�ÛQÙ È Ô�Õ æ

MDÿ � ÿ F ÿ¿M G ÷ÉWiñ·òLKSò ýURióiò ýWïxJiòMT�ï'ðQïIó�K�ï�÷ùï'ý��$I0J$�
6 Ì_Í È ×¦á_â È Ò È Ù)Ö�Õ È ÙØÍ¡Þ È &mÍÏÎªÍÏÕ�ÒÏÍ/ÛSá_á_ÎªÔb� È ×¦Û�Ù È ÔSÕ�ÒÏÔSÕ ßØÈàß Ù)Ô�å?ÛWÜSÍ�ÎªÛSè È Õ_è#ÙªÌ_Ídå ÔSÎªäfÛ�ÎzÞ�Û�Õ�Þ�Ð�Û�ÒªìIäfÛSÎªÞ
Þ È &kÍ�ÎØÍ�Õ�ÒUÍ¡Û�á_á_ÎªÔd� È ×�ÛQÙ È Ô�Õ ßÏæ Ë¢Õ�ÒUÔSÕ'ÙØÎzÛ ß ÙfÙØÔ¦ÙØÌ_Í/Í7�Iá�â È Ò È Ù�×2ÍÏÙØÌ_Ô_Þ ßÏé ÙØÌ�Í 6 Ì_Í È ×¦á_â È Ò È Ù�×¦ÍÏÙØÌ_ÔBÞëÒÏÛSâêÒÏÝ_âêÛ�ÙØÍ ß
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ÙØÌ�Í/ÜQÛ�âêÝ_ÍdÔ�å�ÙªÌ_Í¡ÞBÍÏÎ È ÜQÛQÙ È ÜSÍ ß ÍWÒUÝ_Î È ÙxÑÁÛ�Ù(Ù È ×¦Í
t
Û ß ÛMå Ý_Õ�ÒUÙ È ÔSÕëÔSåiÜQÛ�âêÝ_Í ß Û�Ù(Ù È ×¦Í

t+∆t
æ�6 Ì Èêß ×¦ÍUÙØÌ�ÔBÞ

ÙØÌ�ÍÏÎªÍUå ÔSÎªÍ ß ÔSâêÜSÍ ß)ß Ñ ß ÙØÍÏ× ß ÔSå ßJÈ ×#Ý_âãÙªÛSÕ_ÍÏÔSÝ ß â È Õ_Í�ÛSÎ)Í�w'Ý�ÛQÙ È Ô�Õ ß ÙØÔ�ÞBÍ�ÜSÍÏâêÔSáëÒÏÛSâêÒÏÝ_âàÛQÙ È ÔSÕ ß å ÎØÔ�× Ù È ×¦Í
t
ÙªÔ

t+∆t
æ

Ë¢Õ ß ÔSâêÜ È Õ_èMÙØÌ�Í� ! � È ×¦á_â È Ò È ÙªâãÑ é äõÍd×�Û�ì�Í�Ý ß ÍdÔ�å�ÙØÌ_ÍjiõÎªÛSÕ_ìcT~8 È ÒÏÔSâ ß ÔSÕ	×¦ÍÏÙØÌ_ÔBÞ�ä)Ì È ÒzÌëÛ�á�á_ÎØÔd� È ×�Û�ÙØÍ ß ÙØÌ_Í
á�ÛSÎJÙ È ÛSâ®ÞBÍ�Î È ÜQÛ�Ù È ÜSÍ ßfÈ ÕíÍbw'Ý�ÛQÙ È Ô�ÕÄ½ � æ e-N ¾õÛ�Ù

(i+ 1
2 , j)

Ð'Ñ�ÒÏÔSÕ ßØÈ ÞBÍÏÎ È Õ�è#ÙªÌ�ÛQÙ

∂v

∂S
≈ 1

2

{

v[i∆t, (j + 1)∆S]− v[i∆t, (j − 1)∆S]

2∆S

+
v[(i+ 1)∆t, (j + 1)∆S]− v[(i+ 1)∆t, (j − 1)∆S]

2∆S

}

,
½ � æ e ` ¾

∂2v

∂S2
≈ 1

2

{

v[(i+ 1)∆t, (j + 1)∆S] + v[(i+ 1)∆t, (j − 1)∆S]

∆s2

−2v[(i+ 1)∆t, j∆S]

∆S2

+
v[i∆t, (j + 1)∆S] + v[i∆t, (j − 1)∆S]− 2v(i∆t, j∆S)

∆S2

} ½ � æ e a ¾

∂v

∂t
≈ v[(i+ 1)∆t, j∆S]− v(i∆t, j∆S)

∆t

½ � æ S � ¾
�IÝ_Ð ß Ù È ÙªÝBÙ È Õ_è�ÙØÌ_Í ß ÍdÙØÌ_ÎªÍÏÍdÍbw'Ý�ÛQÙ È Ô�Õ ßfÈ Õ�ÙªÔ¦Íbw'Ý�ÛQÙ È Ô�ÕÄ½ � æ e
N ¾ é äõÍdÔ�ÐBÙªÛ È Õ

ajv[i∆t, (j − 1)∆S] + (1 + bj)v(i∆t, j∆S) + cjv[i∆t, (j + 1)∆S]

= −ajv[(i+ 1)∆t, (j − 1)∆S] + (1− bj)v[(i− 1)∆t, j∆S]

−cjv[(i+ 1)∆t, (j + 1)∆S].
½ � æ S N ¾

ä)Ì_Í�ÎØÍ

aj = −
1

4
σ2j2∆t+

1

4
rj∆t

bj =
1

2
r∆t+

1

2
σ2j2∆t

cj = −
1

4
σ2j2∆t− 1

4
rj∆t

g È Õ�Û�âêâãÑ	å ÔSÎ
vi,j ≈ v(i∆t, j∆S)

é Íbw'Ý�ÛQÙ È Ô�ÕÄ½ � æ S N ¾õÒÏÛSÕ�ÙØÌ_Í�ÕíÐkÍ/ä)Î È ÙØÙØÍÏÕ�Û ß

ajvi,j + (1− bj)vi,j + cjvi,j+1 = −ajvi+1,j−1 + (1− bj)vi+1,j + cjvi+1,j+1
½ � æ S � ¾

Ë Ù ß Ì_ÔSÝ_âàÞ�ÐkÍdÎªÍ�Ò�Û�âêâãÍWÞ	ÙØÌ�ÛQÙ)ÙØÌ_Ô�Ý_èSÌ�Ö�Õ È ÙªÍ¡Þ È &kÍ�ÎØÍ�Õ�ÒUÍ/×2ÍÏÙØÌ_ÔBÞ ß Ò�Û�ÕíÐkÍdÝ ß ÍWÞÁÙØÔ�ÜQÛ�âêÝ_ÍdÐkÔ�ÙªÌ��sÝ_ÎªÔSákÍWÛ�Õ
Û�Õ�Þ ç ×¦ÍÏÎ È Ò�Û�Õ ß ÙxÑ'âêÍdÔSá_Ù È ÔSÕ ß�é ÙØÌ_Í�ÑÁÛSÎØÍ È Õ�ÛSá_á_ÎªÔSá_Î È Û�ÙØÍ È ÕëÒ�Û ß Í ß ä)Ì_Í�ÎØÍ�ÙØÌ_Í/ÔSá_Ù È ÔSÕWV ß á�ÛWÑSÔ�&�Û�â ß Ô¦ÞBÍ�ákÍÏÕ�Þ ß
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ÔSÕ�ÙªÌ_Í/ÍÏÕ'Ù È ÎØÍ/á�Û ß Ù)Ì Èàß ÙªÔSÎªÑ	Ô�å�ÙØÌ�Í ß ÙzÛQÙØÍ/ÜQÛ�Î È Û�Ð_âêÍ æ"6 Ì_ÍdÖ�Õ È ÙØÍ¡Þ È &mÍÏÎªÍÏÕ�ÒÏÍd×¦ÍUÙªÌ_ÔBÞ ß Ì�ÛOÜSÍ�á�ÎØÔQÜSÍÏÕÁÙªÔ¦ÐkÍ
×¦ÔSÎªÍ�Í7��Ò È Í�Õ�Ù)ÙªÌ�Û�Õ�ÒUÔS×¦á�ÛSÎªÛSÐ_âêÍ*Ð È Õ_Ô�× È Û�âGÛ�á_á_ÎªÔd� È ×�ÛQÙ È Ô�Õ ßõÈ ÕëÒ�Û ß Í ß ä)Ì_ÍÏÎªÍ/Û2âêÛSÎØè�Í*ÕIÝ_×#ÐkÍÏÎ�Ô�åiÔ�áBÙ È ÔSÕ
ÜQÛSâãÝ�Í ß Û�ÎªÍ*ÙØÔ�ÐkÍ/Ò�Û�âàÒUÝ_âàÛQÙªÍ�Þ æ
ç âãÙØÌ�ÔSÝ_è�Ì�ÙØÌ�Í�Ö�Õ È ÙªÍ¡Þ È &kÍ�ÎØÍ�Õ�ÒUÍ¡Û�á_á_ÎªÔ�Û�ÒªÌ�×�Û�ìSÍ ß Ý ß ÍdÔSåiäõÍÏâêâÏ9�Í ß ÙªÛSÐ_â Èêß Ì_Í�Þ�×�ÛQÙØÌ�ÍÏ×�ÛQÙ È Ò�Û�âmÙªÌ_ÍÏÔ�ÎØÑ	ä)Ì È ÒªÌ
ÞBÍÏÖ�Õ_Í ß�ß ÙªÛ�Ð È â È Ù¢Ñ é ÒÏÔSÕ'ÜSÍ�ÎØè�ÍÏÕ�ÒÏÍ�ÛSÕ�ÞíÛSÒ�ÒUÝ_ÎzÛSÒUÑ é Í'�BákÍÏÎ È Í�Õ�ÒUÍdÌ�Û ß)ß Ì_ÔQä)Õ�ÙØÌ�Û�Ù(ÙªÌ_ÍÏÑíÒÏÛ�ÕíÐkÍ/Ì�Û�ÎzÞ	ÙªÔ
È ×2á�âãÍ�×2Í�Õ�Ù È åiÙØÌ�ÍÏÎªÍ/Û�ÎªÍ�×�Û�ÕIÑ	Ü�Û�Î È ÛSÐ_âãÍ ß ÛSÕ�ÞYXOÔ�Î)ÒUÔS×¦á_âêÍ'��ÐkÔSÝ_Õ�Þ�Û�ÎªÑ	ÒÏÔSÕ�Þ È Ù È ÔSÕ ßÏæ Ë¢Õ ß Ý�ÒªÌëÒ�Û ß Í ß�é ÙªÌ_Í
Í'�Bá_â È Ò È Ù)×¦ÍÏÙØÌ_ÔBÞ ß å�Û È â®ÙØÔ	ÒUÔSÕIÜSÍÏÎªèSÍ æ

Ý(bML�bZÝ E�F�Ac:=qõ{�@BA[Z,<iC�wxq ¬)HJ\ e*wx<i@_H¢q�{*>

6 Ì_Í/��ÔSÕ'ÙØÍjifÛ�ÎªâãÔ¦Û�á_á�ÎØÔ'ÛSÒzÌ�ÒÏÛSá È ÙªÛ�â È �ÏÍ ß ÔSÕ�ÙªÌ_Í/Î Èàß ì�Õ�ÍÏÝBÙªÎªÛSâ È Ù¢ÑÁá_Î È Õ�Ò È á�âãÍ/Ô�å�ÙØÌ�Íh�fâàÛSÒzìcT:�BÒzÌ_ÔSâêÍ ß ×¦ÍUÙØÌ�ÔBÞ
ÙØÔ ßJÈ ×#Ý_âàÛQÙªÍ ß Û�×¦á_âêÍ�á�ÛQÙØÌ ß ÔSå�ÙØÌ_Í/Ý_Õ�Þ_ÍÏÎªâãÑ È Õ_è ß ÙzÛQÙªÍdÜQÛ�Î È Û�Ð_âêÍ ß ÔOÜSÍ�Î ß ÔS×¦Í ß ákÍWÒ È Ö�Ò*Ù È ×¦Í/Ì_Ô�Î È �ÏÔ�Õ æ"6 Ì_Í
×¦ÍUÙªÌ_ÔBÞ�á�ÎØÔBÒÏÍÏÍ�Þ ß Ð'ÑÁÍ�ÜQÛ�âêÝ�Û�Ù È Õ_èMÙØÌ�Í¡Þ Èêß ÒUÔ�Ý_Õ�ÙªÍ�ÞíÒ�Û ß Ìr��ÔQä ß Ô�å�Û ß Í�ÒÏÝ_Î È ÙxÑ È ÕíÍWÛSÒªÌ ß Û�×¦á_âêÍdá�ÛQÙªÌ é Û�Õ�Þ
ÛOÜSÍÏÎzÛ�è È Õ_è#ÙØÌ_Í ß Í¡ÒÏÛ ß Ì���ÔOä ß ÔQÜSÍÏÎ�Û�âêâ ß Û�×¦á_âêÍdá�ÛQÙªÌ ßÏæ Ë¢ÕëÔ�ÙØÌ�ÍÏÎ)äõÔ�ÎªÞ ß�éIÈ Ù È Õ'ÜSÔ�âãÜSÍ ß ÙªÌ_Í/Ý ß Í/Ô�å ß Û�×¦á_â È Õ�è È Õ
ÔSÎzÞBÍ�ÎfÙØÔ¦Í�ÜQÛ�âêÝ�Û�ÙØÍ*å Ý�Õ�Ò�Ù È Ô�Õ ß Ô�å ß ÙØÔBÒzÌ�Û ß Ù È Ò�w'Ý�Û�Õ�Ù È Ù È Í ß�æ g�ÔSÎ�Û�ÕíÍ7�BÛS×¦á_âãÍ é âêÍUÙ�Ý ß ÒUÔ�Õ ßJÈ ÞBÍÏÎ�Û2âêÔIÔSìIÐ�Û�Òªì	ÒÏÛSâãâ
ÔSá_Ù È ÔSÕ È Õëä)Ì È ÒªÌëäõÍ/ÎØÍbw�Ý È ÎªÍ*ÙØÌ�Í/Ì Èêß ÙØÔ�Î È ÒÏÛSâm×�Û�� È ×#Ý_× ÔOÜSÍ�ÎfÙªÌ_Í/ákÍÏÎ È ÔBÞ

[t1, T ]
ÛSÕ�ÞíÛQÙ)Ù È ×¦Í ß

t1, t2, . . . , tm, t, tm+1, . . . , tN = T
æÁ6 Ì_Í/×�Û�� È ×#Ý_× á�ÛOÑSÔz&

Mt

å Ô�Î
tε[tm, tm+1)

Èàß è È ÜSÍ�Õ�ÐIÑ

Mt = max{St1 , St2 , . . . , Stm}
ä È ÙØÌ

Mt = 0
å Ô�Î

t < t1

g�ÔSâêâãÔQä È Õ�èMÙØÌ_Í/Î Èàß ìcT'Õ�ÍÏÝBÙªÎªÛ�âmÜQÛSâãÝ�ÛQÙ È ÔSÕ�á�Î È Õ�Ò È á_âêÍ é ÙØÌ_Í/Ô�áBÙ È ÔSÕíÌ�Û ß Û¦ÒÏÛSâãâ®Ü�Û�âêÝ_Í/ÛQÙ
t = 0

è È ÜSÍ�Õ�ÐIÑ

C = e−rTE[max{0,MT −K}]

g�ÔSÎ(ÙØÌ_Í ß ÍdÙ¢ÑIákÍ/Ô�åiÔ�áBÙ È ÔSÕ ßÏé ÙªÌ_Í/��ÔSÕ'ÙØÍjifÛ�ÎªâãÔ ßØÈ ×#Ý_âàÛQÙ È Ô�Õ ß ×¦ÍUÙªÌ_ÔBÞ ß Ì�ÛWÜ�Í�á�ÎØÔQÜSÍÏÕÁÙªÔ¦ÐkÍ/á�Û�ÎØÙ È ÒUÝ_âàÛSÎØâêÑ
Ý ß ÍUå Ý_â È ÕëÔSÐBÙzÛ È Õ È Õ_èMÙªÌ_ÍdÖ�Õ�ÛSâ®Ü�Û�âêÝ_ÍdÔ�å�ÙØÌ�Í/ÔSáBÙ È Ô�Õ æ
6 Ì_Í�×¦ÍUÙØÌ�ÔBÞÁÒÏÔS×¦á_ÝBÙªÍ ß Û�ÕÁÍ ß Ù È ×�Û�ÙØÍ*ÔSåDÙØÌ�Í�Í'�BákÍ�ÒUÙØÍ�ÞÁÜQÛSâãÝ_Í*ÔSåDÙØÌ�ÍdÞ Èêß ÒUÔ�Ý_Õ�ÙªÍ�ÞÁá�ÛWÑSÔ�& ß ÔQÜSÍÏÎõÙØÌ_Í ß á�Û�ÒUÍ*Ô�å
ß Û�×¦á_âêÍdá�ÛQÙªÌ ß ÔSå ß ÙªÔBÒªìÁá_Î È ÒUÍ ß ÔSÎ È Õ'ÙØÍÏÎªÍ ß Ù)ÎzÛQÙªÍ ß ÞBÝ_Î È Õ_è ßØÈ ×#Ý_âêÛ�Ù È ÔSÕ æ�# Í/ÎªÍ�Ò�Û�âêâkÙªÌ�ÛQÙ)ÙØÌ�Í ß Ô�âãÝBÙ È Ô�ÕÁÙªÔ2ÙªÌ_Í
ß ÙØÔBÒzÌ�Û ß Ù È Ò�Þ È &mÍÏÎªÍÏÕ�Ù È Û�âDÍ�w'Ý�ÛQÙ È ÔSÕÁå Ô�Î�Û¦ÞBÍÏÎ È ÜQÛQÙ È ÜSÍ ß ÍWÒUÝ_Î È ÙxÑ Èàß

St = S0e
{(r−σ

2

2 )t+σZt} ½ � æ S e ¾
ä)Ì_Í�ÎØÍ

r
Èêß ÙØÌ�Í¡ÒUÔSÕ'Ù È Õ'Ý_Ô�Ý ß âêÑÁÒÏÔS×¦ákÔSÝ_Õ�ÞBÍ�Þ�ÎzÛQÙªÍ�ÔSåiÎØÍÏÙØÝ_ÎªÕ é ÛSÕ�Þ

Zt

Èàß ÙªÌ_Í ß ÙzÛ�Õ�Þ�Û�ÎzÞÁÕ_ÔSÎª×�Û�â®ÎªÛSÕ�ÞBÔS×
ÜQÛSÎ È ÛQÙªÍ æ g�ÎØÔ�× ÙØÌ�Í¡Û�ÐkÔQÜSÍ�Í'�Bá_ÎªÍ ßªßJÈ ÔSÕ éIÈ Ù Èàß ÒÏâãÍWÛ�ÎfÙªÌ�ÛQÙ)ÙªÌ_Í ß ÙªÔBÒzì	á_Î È ÒUÍ Èàß âãÔ�èSÕ_Ô�ÎØ×�Û�â®Û�Õ�ÞÁÙªÌ_Í
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ÒUÔ�Õ�Ù È ÕIÝ_ÔSÝ ß âêÑÁÒUÔ�×2ákÔ�Ý_Õ�ÞBÍWÞ�ÎØÍÏÙØÝ_ÎªÕ Èàß Õ_ÔSÎª×�Û�â é ÙªÌ_Í/Í'�BákÍ�ÒUÙØÍ�Þ�å ÝBÙØÝ_ÎªÍ/ÜQÛSâãÝ�Í�ÔSå�ÙØÌ_Í/Ô�áBÙ È ÔSÕ Èàß

E[St] = S0e
rt

MDÿ � ÿ¿MDÿ F F ò�÷Ä�iñ�øBý�òZI�óÐXdð�I�KSï~J$�GðQï
6 Ô ßJÈ ×#Ý_âàÛQÙØÍ ß ÙªÔBÒzì	á_Î È ÒUÍ ß Ý ßJÈ Õ_è2ÙªÌ_Í/�fâêÛ�ÒªìcT
�BÒªÌ_Ô�âãÍ ß ×¦ÔBÞBÍ�â ñ

• Ë¢Õ�ÞBÍ�ákÍÏÕ�ÞBÍ�Õ�Ù�ÎØÍ�á_â È Ò�ÛQÙ È ÔSÕ ß Ô�å�ÙªÌ_Í ß ÙªÔBÒzì	á_Î È ÒUÍ/Û�Ù(Ù È ×¦Í t+∆t
Û�ÎªÍ�è�ÍÏÕ_ÍÏÎzÛQÙªÍ�ÞÁÝ ßØÈ Õ_è2ÙØÌ_Í

Î Èêß ìcT'Õ_Í�ÝBÙØÎzÛ�âm×¦Í�Û ß Ý_ÎªÍ æ g_Ô�Î(ÍWÛSÒzÌ ßJÈ ×#Ý_âàÛQÙØÍWÞ�á�Û�ÙØÌ é äõÍ/ÍÏÜQÛSâêÝ�ÛQÙªÍ*ÙØÌ_Í¡Þ Èêß ÒUÔ�Ý_Õ�ÙªÍ�ÞíÒ�Û ß Ìr��ÔQä ß Ô�å�ÙªÌ_Í
ÞBÍ�Î È ÜQÛ�Ù È ÜSÍ ß ÍWÒUÝ_Î È Ù¢ÑÁÛ ß ÞBÍUÙªÍÏÎª× È Õ_ÍWÞ�ÐIÑ�ÙªÌ_Í ß ÙØÎªÝ�Ò�ÙªÝ_ÎØÍdÔSå�ÙØÌ_Í ß Í�ÒUÝ�Î È Ù¢Ñ È Õxw'Ý_Í ß Ù È ÔSÕ ñ

Si
t+∆t = Ste

{(r−σ
2

2 )∆t+σ
√
tZ(i)} ½ � æ S�S ¾

å ÔSÎ
i = 1, 2, . . . , n

é ä)Ì_Í�ÎØÍ
Z(i) ∼ N(0, 1)

é

• ç ÜSÍ�ÎªÛSèSÍ*ÙØÌ�Í n
Þ Èêß ÒUÔ�Ý_Õ�ÙªÍ�ÞíÒ�Û ß Ìr��ÔQä ß ÔOÜSÍ�ÎfÙªÌ_Í ß ÛS×2á�âãÍdá�Û�ÙØÌ ß

Ŝt =
1

N

N
∑

t=1

St

• iõÔS×¦á_Ý_ÙØÍdÙØÌ_Í ß ÙªÛSÕ�Þ_Û�ÎzÞ�ÞBÍ�Ü È ÛQÙ È ÔSÕ

σ̂Ŝt
=

√

√

√

√

1

N − 1
N
∑

t=1

(St − Ŝt)

Ë¢Õíè�ÍÏÕ_Í�ÎªÛSâ é Ý_Õ�ÞBÍÏÎ)ÙØÌ�Í/Û ßØß Ý_×¦áBÙ È Ô�Õ�ÔSå È Õ�ÞBÍÏákÍÏÕ�ÞBÍÏÕ�ÒÏÍ é ÎªÝ_Õ_Õ È Õ_è
k
�
n
Õ'Ý_×#ÐkÍ�Î�Ô�å ßØÈ ×#Ý_âàÛQÙ È Ô�Õ ß ä È âãâDÎªÍ ß Ý_âãÙ

È ÕëÛ2ÎªÍ�ÞBÝ�ÒUÙ È ÔSÕ È Õ�ÙªÌ_Í/Í ß Ù È ×�ÛQÙ È Ô�Õ�Ü�Û�Î È ÛSÕ�ÒUÍ�Ð'Ñ
1/k

æ
#�È ÙØÌíÙªÌ_Í¡ÛWÜ�Û È âêÛSÐ È â È ÙxÑ�Ô�åiákÔQäõÍ�ÎJå Ý_âGÒUÔS×¦á_ÝBÙªÍÏÎ ß Û�Õ�Þ�ÍWÛ ß Ñ�ÙØÔ¦Ý ß Í ß Ô�å¤ÙxäfÛSÎØÍ é ��Ô�Õ�ÙØÍjifÛ�ÎªâêÔ ßØÈ ×#Ý_âêÛ�Ù È ÔSÕ ß
Ì�ÛOÜSÍdÐkÍ�ÒUÔ�×¦Í È Õ�ÒÏÎØÍWÛ ßØÈ Õ_è�âãÑ�Ý ß ÍÏå¤Ý�â È ÕíÌ�ÛSÕ�ÞBâ È Õ_è�×2Ô ß Ù�ÔSáBÙ È Ô�Õ ß ÙØÌ�Û�Ù�á_ÎØÍ�Ü È Ô�Ý ß âêÑ	ÒÏÔSÝ_âàÞ�Õ_ÔSÙ)ÐkÍ/ÜQÛ�âêÝ_Í�Þ
ÙØÌ�ÎØÔ�Ý_èSÌëÛ�Õ�ÛSâãÑ'Ù È Ò�×2ÍÏÙØÌ_Ô_Þ ßÏé Ì_ÔQäõÍÏÜSÍ�ÎfÙªÌ_Í/Í'�	Ò È ÍÏÕ�ÒÏÑ	ÔSå�ÙØÌ_Í ß Í/×¦ÍUÙªÌ_ÔBÞ ß Ì�Û ß ÎªÍÏ×�Û È Õ_ÍWÞ�Û ß ÔSÝ_ÎzÒUÍ�ÔSåiäõÔSÎªÎªÑ æ
O Õ_Í ß ÍUÙªÐ�ÛSÒzì Èàß ÙªÌ�ÛQÙ)ÙØÌ�Í ß á�Û�ÒUÍ/ÒUÔS×¦á_âêÍ'� È Ù¢Ñ*½ È�æ Í�ÙªÌ_Í/×¦ÍÏ×¦ÔSÎªÑ	ÎØÍbw'Ý È ÎªÍÏ×¦Í�Õ�Ù ß ¾ È Õx�*i ßØÈ ×#Ý_âêÛ�Ù È ÔSÕ ß(Èàß
â È Õ_ÍWÛ�Î È Õ�ÙªÌ_ÍdÕIÝ_×#ÐkÍÏÎ�Ô�å ß ÙzÛQÙØÍdÜQÛSÎ È Û�Ð�âãÍ ßÏéIß Ý_Ð ß Í�w'Ý_Í�Õ�ÙªâãÑ é ÙØÌ_Í¡ÒUÔ�×2á�ÝBÙªÛ�Ù È ÔSÕÁÙ È ×2Í Èêß Í'�BákÔSÕ_Í�Õ�Ù È Û�â ½

2T − T
¾ æ

�IÍWÒUÔSÕ�Þ_âãÑ	ÙØÌ_Í/Õ_Í�Í�Þ�ÙØÔ È Õ�ÒÏÎØÍWÛ ß Í�Í'�	Ò È ÍÏÕ�ÒÏÑ	Õ�Í�ÒUÍ ßØßØÈ ÙªÛQÙªÍ ß ÙØÌ_Í/Ý ß ÍdÔSå�Û2Ì È èSÌíÕIÝ_×#ÐkÍÏÎ�Ô�å ß Û�×¦á_âêÍ ß ÙªÌ_ÎØÔ�Ý_èSÌ
×#Ý_âãÙ È á_âêÍ/ÎªÍÏá_â È ÒÏÛQÙ È Ô�Õ ß�é Û�Õ�ÞÁÙªÌ_ÍÏÎªÍÏÐIÑ ßØÈ èSÕ È Ö�ÒÏÛSÕ�ÙªâãÑ	è�ÎØÍWÛQÙªÍÏÎfÍ7�BÍ�ÒUÝ_Ù È ÔSÕ�Ù È ×¦Í ß ÙØÌ�Û�Õ�ÙªÌ_Ô ß ÍdÔ�å�Ö�Õ È ÙªÍ
Þ È &kÍ�ÎØÍ�Õ�ÒUÍd×¦ÍUÙªÌ_ÔBÞ ß�æ�6 Ì�ÍdÐ�Û ßØÈ Ò*å�ÛSÒ�Ù(ÙªÌ�ÛQÙ)ÙØÌ_Í/ÎªÛSÕ�ÞBÔS× ÕIÝ_×#ÐkÍÏÎ�èSÍÏÕ�ÍÏÎzÛQÙØÔ�Î Èàß Õ_Ô�Ù)ÎªÔSÐ_Ý ß Ù é ÛSÕ�ÞÁ×�ÛOÑ�Ñ È ÍÏâàÞ



�o}

Û2Þ È &mÍÏÎªÍÏÕ'Ù ß ÍUÙ(ÔSåGÕ'Ý�×#ÐkÍÏÎ ß ÔSÕ�ÛMÕ_Í�ä�ÎªÝ_Õ é ÜQÛ�Î È ÛQÙ È ÔSÕ	ä È âãâ®×�Û�ìSÍ È Ù�Þ È �	ÒUÝ�â Ù(ÙªÔ2Þ_ÍUÙØÍ�ÎØ× È Õ_Í*ÙØÌ�Í�Í'�_Û�Ò�Ùfá�Î È ÒUÍ
Ô�å�ÙªÌ_Í/ÔSá_Ù È ÔSÕ æ ��ÔSÎªÍÏÔQÜSÍÏÎõÙªÌ_Í/Í�ÛSÎØâêÑ�Í7�BÍÏÎªÒ Èêß ÍdÒÏÔSÕ�Þ È Ù È ÔSÕ È Õ ç ×¦ÍÏÎ È Ò�Û�ÕíÔSáBÙ È Ô�Õ ß ÒÏÛSÕ_Õ_Ô�Ù)ÐkÍ/Í�Û ßJÈ âêÑ
ÛSÞ�ÞBÎØÍ ßØß Í�Þ	ÙªÌ_ÎØÔ�Ý_èSÌ(�*i ßØÈ ×#Ý_âàÛ�Ù È ÔSÕ ß�æ
Ë¢ÕíÜ È ÍÏä ÔSå�ÙØÌ_Í ß Í/á_ÎØÍ�ÜQÛ È â È Õ�è ß ÍUÙªÐ�ÛSÒzì ßÏé Û2Õ'Ý�×#ÐkÍÏÎ�Ô�å ß ÙØÍ�á ß Ì�ÛWÜSÍdÐkÍÏÍ�Õ�ÙzÛ�ìSÍÏÕ�ÙªÔ¦ÎªÍ�ÞBÝ�ÒÏÍ�ÙØÌ_Í/ÕIÝ_×#ÐkÍÏÎ�Ô�å
ÎªÍÏá_â È Ò�ÛQÙ È Ô�Õ ß ä)Ì È âêÍ ß Ì�Û�ÎªákÍÏÕ È Õ_èMÙªÌ_Í È Õ_å ÍÏÎªÍÏÕ�ÒUÍ æ Ë¢ÕíÎªÍÏâàÛQÙªÍ�ÞÁá�Ý_Ð_â È Ò�ÛQÙ È ÔSÕ ßÏé_ß ÔS×¦Í/Û�Ý_ÙØÌ_Ô�Î ß Ì�ÛWÜSÍdá_ÎªÔSákÔ ß ÍWÞ
ÜQÛSÎ È Û�Õ�ÒUÍ*ÎªÍ�Þ_Ý�Ò�Ù È Ô�ÕÁÙªÍ�ÒzÌ_Õ È w�Ý�Í ß�ß Ý�ÒªÌëÛ ß ÙØÌ_Í/Ý ß ÍdÔSå�Û�Õ'Ù È ÙØÌ_ÍÏÙ È Ò/Û ß äõÍ�âãâGÛ ß ÒÏÔSÕ'ÙØÎªÔSâmÜ�Û�Î È Û�ÙØÍ ßÏé ��ÔS×¦Í�Õ�Ù
�ÓÛ�ÙªÒzÌ È Õ�è¦×¦ÍUÙØÌ_Ô_Þ ßÏé iõÔSÕ�Þ È Ù È ÔSÕ�Û�âDÛSÕ�Þx�*Ý�Û ßJÈ 9 �ÓÔSÕ�ÙªÍ/ifÛ�ÎªâãÔ ßØÈ ×#Ý_âàÛQÙ È ÔSÕ�ÙØÍWÒªÌ_Õ È w'Ý_Í ß ÙªÔ¦ÎªÍ�ÞBÝ�ÒÏÍ�ÙØÌ_Í
ÜQÛSÎ È Û�Õ�ÒUÍ�ÛSÎ ÈàßØÈ Õ_èMå ÎªÔS× ÙØÌ_Í/ÎzÛ�Õ�ÞBÔ�× èSÍÏÕ�ÍÏÎzÛQÙ È ÔSÕ�Ô�åiÕIÝ_×#ÐkÍÏÎ ß ÞBÝ�Î È Õ_è ßØÈ ×#Ý_âàÛQÙ È Ô�Õ ß�æ
6 Ì_Í/×�Û È ÕíÔSÐ:�xÍ�ÒUÙ È ÜSÍdÔ�å�ÙªÌ_Í/ÜQÛSÎ È Û�Õ�ÒUÍ*ÎªÍ�Þ_Ý�Ò�Ù È Ô�ÕÁÙªÍ�ÒzÌ_Õ È w'Ý_Í ß)Èêß ÙØÔ�ÎØÍWÞBÝ�ÒUÍ�ÙªÌ_Í/Í ß Ù È ×�ÛQÙ È Ô�Õ�Ü�Û�Î È ÛSÕ�ÒUÍ
ä È ÙØÌ_Ô�ÝBÙ È Õ�ÒUÎØÍWÛ ßØÈ Õ�è#ÙªÌ_Í/ÎªÝ_Õ�Ù È ×¦Í/Ô�å�ÙªÌ_Í/��ÔSÕ'ÙØÍ�ifÛSÎØâêÔ ç âêèSÔ�Î È ÙØÌ�× æ Ë¢Õ�ÙªÌ Èêß ÙªÌ_Í ßØÈêß äõÍ/Ð_Î È Í7��Ñ	×¦ÍÏÕ'Ù È ÔSÕ
ÙxäõÔ¦Ô�åiÙØÌ_Í/×¦Ô ß Ù)ákÔSá�Ý_âêÛSÎfÙªÍ�ÒzÌ_Õ È w'Ý_Í ß)È ×¦á_âêÍÏ×¦Í�Õ�ÙØÍWÞ È ÕíÔ�áBÙ È ÔSÕíá_Î È Ò È Õ_è æ

MDÿ � ÿ¿MDÿ¿M l �iïÓ÷ùï'ýb��I�JÐI]\�þÁó®ý�ò�ý��iï�ýWòLK�û_øBðQò�ø_ý�ï~�

6 Ì Èàß ×¦ÍÏÙØÌ_ÔBÞëÒÏÛSá È ÙzÛ�â È �ÏÍ ß ÔSÕ�ÙªÌ_Í ß ÙzÛ�Õ�Þ_ÛSÎªÞ�Õ_ÔSÎª×�Û�â®Þ Èêß ÙØÎ È Ð�ÝBÙ È ÔSÕíá�ÎØÔ�ákÍÏÎØÙ¢Ñ	Ô�å
Z(i)

È ÕíÍbw�Ý�ÛQÙ È ÔSÕÖ½ � æ S�S ¾ æ
Ë Ù Èàß ÒUÔ�Õ ßØÈ ÞBÍ�ÎØÍWÞ	ÙØÌ�Û�Ù ßJÈ Õ�ÒUÍ

Z(i)
Èàß�ß ÙzÛ�Õ�Þ_ÛSÎªÞÁÕ�ÔSÎª×¦ÛSâãâêÑ	Þ Èêß ÙØÎ È Ð_ÝBÙØÍWÞ é�ß ÔMÙªÔIÔ Èêß −Z(i)

æ � È Õ�ÒUÍdÙØÌ_ÍdÙxäõÔ
á�Û�ÙØÌ ß Û�ÎªÍ�Õ_ÍÏè'ÛQÙ È ÜSÍ�âãÑÁÒUÔ�ÎØÎªÍÏâàÛQÙªÍ�Þ�ÙªÔ¦ÍWÛSÒªÌíÔSÙØÌ_Í�Î é ÙªÌ_Í/Í ß Ù È ×�ÛQÙ È Ô�Õ�Ü�Û�Î È ÛSÕ�ÒUÍ�ä È âêâGÞBÍ�ÒÏâ È Õ_Í æÁ! Ý_Î È Õ_è2ÙØÌ�Í
èSÍ�Õ_ÍÏÎzÛQÙ È Ô�ÕÁÔSåiá�ÛQÙªÌ ßÏé ÙxäõÔ¦á�Û�ÙØÌ ß Í�Û�ÒªÌëÛ�ÎªÍ�è�ÍÏÕ_Í�ÎªÛ�ÙØÍ�Þ é Û2á_Î È ×�Û�ÎªÑ	á�ÛQÙªÌëÛ�Õ�Þ È Ù ß ÛSÕ�Ù È ÙªÌ_Í ßØÈêß�æÁ6 Ì_ÍÏÎªÍUå Ô�ÎØÍ
ÙxäõÔ È Õ�ÙªÍÏÎª×2ÍWÞ È Û�ÙØÍ/Í ß Ù È ×¦Û�ÙØÍ ß�ñ

θ̂1(Z
(i))

ÛSÕ�Þ
θ̂2(Z

(i))
ÒÏÛSÕ�ÐkÍ¡ÒUÔ�Õ ß ÙØÎªÝ�Ò�ÙªÍ�Þ�Ð'Ñ ß Ý_Ð ß Ù È ÙØÝBÙ È Õ_è −Z(i)

å ÔSÎ

Z(i)
È ÕëÍ�w'Ý�Û�Ù È ÔSÕÖ½ � æ S�S ¾ æ

6 Ì_ÍdÖ�Õ�Û�âDÍ ß Ù È ×�ÛQÙªÍ Èàß Ô�ÐBÙªÛ È Õ_ÍWÞÁÙØÌ_ÎªÔSÝ_è�ÌÁÙªÌ_Í¡ÛWÜSÍ�ÎªÛSèSÍ ñ

θ̂AV =
(θ̂1 + θ̂2)

2

�fÑÁÛOÜSÍÏÎzÛ�è È Õ_è#ÙØÌ�ÍdÙ¢äõÔ�Í ß Ù È ×�ÛQÙØÔ�Î ß�é Û ß â È èSÌ'ÙØâêÑ	âêÔQäõÍÏÎ)ÜQÛ�Î È Û�Õ�ÒÏÍ Èàß Ô�ÐBÙªÛ È Õ_ÍWÞ

Var [(θ̂1 + θ̂2)/2] = V ar(θ̂1)/4 + V ar(θ̂2)/4 + Cov(θ̂1 + θ̂2)
½ � æ S f ¾

Ë¢ÕëÛSÕ_Ô�ÙªÌ_ÍÏÎ�Û�á�á_ÎØÔ'ÛSÒzÌ é .dÍÏ×¦×�Û�À^v?Ô�Î ß Ù/½ N aca � ¾ È Õ�ÙªÎªÔBÞBÝ�ÒUÍWÞÁÙØÌ_Í/×¦ÍÏÙØÌ_ÔBÞíÔ�å�ÒÏÔSÕ�ÙªÎØÔ�âmÜ�Û�Î È Û�ÙØÍ ß Û ß ÛSÕ
Û�á�á_ÎØÔ'ÛSÒzÌ	ÙªÔ¦ÜQÛSÎ È Û�Õ�ÒÏÍ*ÎªÍ�ÞBÝ�Ò�Ù È ÔSÕ æ



� `

MDÿ � ÿ¿MDÿ k l �iï�KcI�ó®ýÏð�I�ñÇûBøBðQò·øBý�ï~�	ø:W�Wið�I�ø-Kd�
6 Ì Èàß ×¦ÍÏÙØÌ_ÔBÞíÎØÍ�á_âàÛSÒUÍ ß ÙØÌ�ÍdÍ�ÜQÛSâãÝ�Û�Ù È ÔSÕ�ÔSå�Û�ÕíÝ_Õ_ìIÕ_ÔQä)ÕíÍ'�BákÍWÒ�ÙªÛ�Ù È ÔSÕíä È ÙªÌíÙØÌ_Í/Í�ÜQÛ�âêÝ�ÛQÙ È ÔSÕ�Ô�å�ÙªÌ_Í
Þ È &kÍ�ÎØÍ�Õ�ÒUÍ/ÐkÍUÙxäõÍÏÍ�Õ�ÙªÌ_Í/Ý_Õ_ìIÕ_ÔQä)Õ(w'Ý�Û�Õ'Ù È Ù¢Ñ�ÛSÕ�ÞíÛ2ÎªÍÏâàÛQÙØÍWÞ�w'Ý�ÛSÕ�Ù È ÙxÑÁä)Ì_Ô ß Í�Í7�BákÍ�Ò�ÙzÛQÙ È Ô�Õ Èàß ìIÕ_ÔQä)Õ æ
Ë¢Õ�ÙªÌ Èàß ÒÏÛ ß Í é ÙªÌ_Í/ìIÕ_ÔOä)Õ ß ÔSâêÝBÙ È ÔSÕëÞBÍ�Õ_Ô�ÙªÍ�Þ_^ÏÒUÔSÕ'ÙØÎªÔSâmÜQÛSÎ È Û�ÙØÍ�^�ä È âêâDÐkÍdÝ ß Í�Þ�ÙØÔ È ×¦ákÔ ß ÍdÐ È Û ß TBÒUÔ�ÎØÎØÍ�Ò�Ù È ÔSÕ
ÔSÕ�ÙªÌ_Í ßJÈ ×#Ý_âàÛQÙªÍ�Þ�Í ß Ù È ×�Û�ÙØÍ ß�æ iõÔ�Õ ßØÈ ÞBÍ�Î(Ô�Ý_Î3��ÔSÕ'ÙØÍ�ifÛSÎØâêÔ2Í ß Ù È ×�ÛQÙªÍ�ÙØÔ�ÐkÍ

θ̂
é ÛSÕ�Þ�âêÍUÙ È Ù ß�ßØÈ × È âêÛSÎ é ÙØÌ_Ô�Ý_èSÌ

Õ_ÔSÙ)Í'�_Û�Ò�ÙØâêÑ�ÙªÌ_Í ß ÛS×2Í/ÒÏâãÔ ß ÍWÞ	å ÔSÎª× ß Ô�âãÝBÙ È Ô�Õ�ÐkÍ
θ
′ é ä)Ì_Í�ÎØÍ

θ
′ Ì�Û ß ÙØÌ_Í/Í'�_Û�Ò�Ù)á_Î È ÒÏÍ�å ÎØÔ�× ÙªÌ_Í¡ÒUâêÔ ß Í�Þ~9�å ÔSÎª×

Í�w'Ý�Û�Ù È ÔSÕíè È ÜSÍÏÕëÛ ß
θ
′

0

æ�6 Ì�Í/Þ È ÎªÍ�Ò�Ù È Ô�Õ�ÔSå�ÙØÌ�ÍdÐ È Û ß å ÎØÔ�× ÙªÌ_Í ßJÈ ×#Ý_âàÛQÙªÍ�ÞíÛSâãè�ÔSÎ È ÙªÌ_× Ò�Û�ÕíÐkÍ/ÛSÕ�Û�âêÑ~�ÏÍWÞÁÐ'Ñ
ÒUÔ�×¦á�Û�Î È Õ�è

θ
′ Û�Õ�Þ

θ
′

0

æÁ6 Ì Èàß Ð È Û ß(Èêß ÙØÌ_Í�ÕëÝ ß ÍWÞÁÙªÔ�ÒUÔ�ÎØÎªÍ�ÒUÙõÙªÌ_Í/ÔSÎ È è È Õ�Û�âmÍ ß Ù È ×�ÛQÙªÍ
θ̂
Û ß å ÔSâêâãÔQä ß�ë

θ̂c = θ̂ + (θ
′

0 − θ
′

)

g�ÔSÎ�Û2ÎØÍWÞBÝ�Ò�Ù È Ô�Õ È ÕëÜQÛSÎ È Û�Õ�ÒÏÍ é
V ar[θ̂c] < V ar[θ̂]

é äfÍ/ÒÏÛSÕ�ÙØÌ_Í�ÕëÒÏÔS×¦á_ÝBÙªÍ�ÙªÌ_Í/ÜQÛSÎ È Û�Õ�ÒÏÍ�å Ô�Î
θ
′

0

Û ß å ÔSâêâêÔOä ß�ë

V ar[θ̂c] = V ar[θ̂ + (θ
′

0 − θ
′

)]

= V ar[θ̂ − θ
′

]

= V ar[θ̂]− V ar[θ
′

]− 2Cov(θ̂, θ
′

)
½ � æ S | ¾

6 Ì_Í�ÎØÍÏå¤Ô�ÎØÍ é
V ar[θ̂c] < V ar[θ̂]

È å
Cov(θ̂, θ

′

) >
1

2
V ar[θ

′

]

# Í/Õ_Ô�ÙªÍdÌ_ÍÏÎªÍ�ÙØÌ�ÛQÙ)ÙØÌ_Í/è�ÎØÍWÛQÙØÍ�ÎõÙªÌ_Í ßØÈ × È âêÛSÎ È ÙxÑ�ÐkÍÏÙ¢äfÍÏÍÏÕíÙØÌ�Í/ÔSÎ È è È Õ�ÛSâmá_ÎØÔ�Ð_âãÍ�× ÛSÕ�Þ È Ù ß ÒUÔSÕ'ÙØÎªÔSâ®ÜQÛ�Î È ÛQÙªÍ é
ÙØÌ�Í/èSÎªÍ�ÛQÙªÍÏÎ Èêß ÙØÌ_Í/ÐkÍ�Õ_ÍUÖ_Ù�å ÎØÔ�× ÙØÌ Èêß ÙªÍ�ÒzÌ_Õ È w�Ý�Í æ
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� a�A � � A,b � Aú= ¯dc e � Ds? �E� � � ? � <°=

f 
g
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 ? � <°= � �E�,¯ � = �

6 Ì_Í/á_ÎªÍ ß Í�Õ�ÒUÍdÔ�å�ÒÏÔS×¦á_âêÍ'��ÔSáBÙ È Ô�Õ ß ½ Í ß ákÍ�Ò È ÛSâãâêÑ	á�Û�ÙØÌ~TBÞBÍÏákÍ�Õ�ÞBÍÏÕ'Ù�ÔSáBÙ È Ô�Õ ß ¾ È Õ�ÒUÝ_ÎªÎØÍ�Õ�Ù(Ö�Õ�ÛSÕ�Ò È Û�â®×�ÛSÎØìSÍÏÙ ß
Ì�Û ß(È Õ�ÒÏÎØÍWÛ ß Í�Þ	ÙØÌ�Í¡ÞBÍÏ×�Û�Õ�Þ�å ÔSÎ ß Ý È ÙªÛSÐ_âãÍ/á_Î È Ò È Õ_è¦á_ÎªÔBÒUÍWÞBÝ_ÎªÍ ß ÙØÔ�ÜQÛ�âêÝ_Í�ÙØÌ_Í�× æÁ6 Ì Èàß ÒzÌ�ÛSáBÙØÍ�Î(å Ý_âãâêÑ
ÞBÍ ß ÒÏÎ È ÐkÍ ß ÙØÌ_Í/Ý ß ÍdÔSå�ÙØÌ_Í¡Þ Èàß ÒUÎªÍUÙØÍ�Ù È ×¦Ídå ÎªÍ�w'Ý_ÍÏÕ�ÒUÑÁÞ Èêß ÙØÎ È Ð_ÝBÙ È ÔSÕ�Û�á_á_ÎªÔ�Û�ÒªÌÁÙØÔ¦Ô�ÐBÙªÛ È ÕíÍ7�BÛ�Ò�Ù ß ÔSâêÝBÙ È ÔSÕ ß å Ô�Î
ÐkÔ�ÙªÌ ç ×2Í�Î È ÒÏÛSÕíÛSÕ�Þ��sÝ�ÎØÔ�á�ÍWÛ�ÕíâãÔBÔSìIÐ�ÛSÒzì�ÔSáBÙ È Ô�Õ ß�æ 8�Í�ÛOÜSÍhÀ �IâêÛOÜ È Õ ß ìIÑ{½ �����
N ¾�Ý ß ÍdÙØÌ_Í/á_ÎªÔSákÍ�ÎJÙ È Í ß Ô�å�Û
� Û�Ý ßØßØÈ ÛSÕ�èSÍ�Õ_ÍÏÎzÛQÙ È Õ_èMå Ý_Õ�ÒUÙ È ÔSÕíÙªÔ2Ö�Õ�Þ(�ÓÛSÎØìSÔQÜ È Û�Õ�ÎØÍ�âêÛ�Ù È ÔSÕ ß ÛS×¦ÔSÕ_è2Ð_Ý�Õ�ÞBâêÍ ß ÔSåiá�ÛQÙªÌ ß ä È ÙØÌ È Õ�Û
Ð È Õ_ÔS× È Û�â®âàÛ�ÙJÙ È ÒUÍ ß ÙªÎØÝ�Ò�ÙØÝ�ÎØÍ æ�6 Ì Èàß �ÓÛSÎØìSÔQÜ È Û�Õ�ÎØÍ�âêÛ�Ù È ÔSÕ�ÎªÍ�ÞBÝ�ÒÏÍ ß ÙªÌ_Í¡ÒUÔS×¦á_Ý_ÙªÛQÙ È Ô�Õ�Û�âDÒUÔ�×¦á_âãÍ7� È ÙxÑ	ÔSå�Û
�sÝ_ÎªÔSákÍWÛ�ÕÁÔ�áBÙ È ÔSÕÁÙØÔ¦ÒUÝ_Ð È Ò�ákÔSâêÑ'Õ�ÔS× È ÛSâ ßõÈ Õ

T
½
T 3
¾ é Û�Õ�Þ�w'Ý�ÛSÞBÎzÛQÙ È Ò È Õ

T
½
T 4
¾�å ÔSÎfÙØÌ_Í ç ×¦ÍÏÎ È ÒÏÛ�Õ�ÔSáBÙ È Ô�Õ æ

Ë¢Õ ßØÈ × È âàÛ�Î�Þ Èàß ÒÏÎØÍÏÙØÍ�Ù È ×¦Í¡Û�á_á_ÎªÔ�Û�ÒªÌ�Í ßÏé �Ý_âãâ�½ N aca�a ¾sÝ ß ÍWÞÁÙØÌ_Í¡Þ Èêß ÙØÎ È Ð�ÝBÙ È ÔSÕëÔ�å�ÙØÌ�Í/ÎªÛ�Ù È Ô2Ô�åi×�Û�� È ×#Ý_×
ß ÙØÔBÒzì	á_Î È ÒÏÍ ß ÛSÒzÌ È ÍÏÜSÍ�Þ�Ý_áíÙØÔ¦Ù È ×¦Í

T
Û�Õ�ÞíÛMÙ È ×¦Í

T
ß ÙØÔ_Òªì	á_Î È ÒUÍ�ÙªÔ�ÒÏÛSâêÒÏÝ_âêÛ�ÙØÍ�ÙØÌ_Í/Í7�_ÛSÒ�Ù)á_Î È ÒUÍ�å ÔSÎ

�sÝ_ÎªÔSákÍWÛ�ÕíÔSáBÙ È Ô�Õ ßÏæ �Ý_âêâ À # Ì È ÙªÍ ½ N aca e ¾õÛSâ ß Ô ß Ý_èSè�Í ß ÙØÍ�Þ�ÛSÕ È Õ'ÙØÍÏÎªákÔSâàÛQÙ È Ô�Õ�×¦ÍUÙªÌ_ÔBÞ�ä)Ì È ÒzÌíÍ ß Ù È ×�Û�ÙØÍ ß
ÙØÌ�ÍdÙ È ×2Íh��ÍÏÎªÔ2ÜQÛSâãÝ_ÍdÔSå�ÙØÌ_Í ç ×2Í�Î È ÒÏÛSÕ�Ô�áBÙ È ÔSÕ ßÏæ
Ë¢Õ�ÙªÌ Èàß ÒªÌ�ÛSáBÙØÍ�Î)äõÍ/ä È âêâDÔSÝBÙªâ È Õ_ÍdÙØÌ_Í/á_Î È ÒUÍdá_ÎªÔBÒUÍ ßØß ÛSÕ�Þ�è È ÜSÍ/Û¦ÒÏÛ�âêâ®Ô�áBÙ È ÔSÕëÞBÍÏÖ�Õ_Í�ÞíÔ�Õ È Ù æ�#�È ÙªÌíÙªÌ_Í¡Û È Þ
Ô�å ß ÔS×¦ÍdÍ'�_ÛS×2á�âãÍ ß äfÍdä È âãâDá_ÎªÔBÒUÍ�Í�Þ	ÙªÔ ß Ì_ÔOä Ì_ÔQä�ÙªÌ_Ídå ÎªÍ�w'Ý_ÍÏÕ�ÒÏÑÁÞ Èàß ÙØÎ È Ð_Ý_Ù È ÔSÕí×�ÛQÙªÎ È � Èàß Ô�ÐBÙªÛ È Õ�Í�Þ
Û�Õ�Û�âêÑ�Ù È Ò�Û�âêâêÑ éIÈ Õ ß á È ÎªÍ�Þ�ÐIÑ	ÙØÌ_Í/á_ÎªÔBÒUÍWÞBÝ_ÎªÍ ß ÞBÍ�ÜSÍÏâêÔSákÍ�Þ�Ð'Ñ�8�Í�ÛOÜSÍhÀÒ�IâàÛOÜ È Õ ß ìIÑ�½ �z�c�
N ¾

� a



e��

9 ²�± ����¶�h¦Ø.-'Ù�Ø�×�¸��.�i+j-��.�h·"¸�×��=<

?(b Ü b Ü E�F�A * <?>IHJ!:=q)��AGw

6 Ì_Í/ÎØÍWÒUÔS×#Ð È Õ È Õ_è¦Ð È Õ�ÔS× È ÛSâ®á_ÎªÔBÒUÍ ßØß ÙªÌ�ÛQÙ�ä È âãâDÐkÍ/Ý ß Í�Þ È ÕíÙØÌ_Í¡Û�Õ�Û�âêÑ ßØÈàßfÈêß èSÍ�Õ_ÍÏÎzÛ�âêâãÑ�Ð�Û ß Í�Þ�ÔSÕëÛ�Õ
Ý_Õ�Þ_ÍÏÎØâêÑ È Õ_è2�õÍ�ÎØÕ�ÔSÝ_âêâ È á_ÎªÔBÒUÍ ßØß {Xs}, s = 1, 2, . . . , T

æÁ6 Ô¦ÐkÍÏè È Õ é âêÍUÙ {Xs}
Ð�Í È Õ�ÞBÍÏákÍ�Õ�ÞBÍ�Õ�Ù é ÛSÕ�Þ

È ÞBÍÏÕ'Ù È ÒÏÛ�âêâêÑÁÞ Èêß ÙØÎ È Ð�ÝBÙØÍWÞ�ÎzÛ�Õ�ÞBÔS× ÜQÛSÎ È Û�Ð_âêÍ ß(ß Ý�ÒªÌ�ÙªÌ�ÛQÙ
Xs

Û ßªß Ý_×¦Í ß ÙªÌ_Í/ÜQÛ�âêÝ_Í
1
ä È ÙØÌëá_ÎªÔSÐ�ÛSÐ È â È Ù¢Ñ

π
é

1 > π > 0
é ÛSÕ�Þ

0
ä È ÙªÌëá_ÎªÔSÐ�Û�Ð È â È Ù¢Ñ

1− π
æ�# Í�å Ý�ÎJÙªÌ_ÍÏÎ�âãÍÏÙ

Ns ≡
s
∑

r=1

Xr; s = 1, 2, . . . , T
½ e æ N ¾

Û�Õ�Þ

Js ≡ 2Ns − s; s = 1, 2, . . . , T
½ e æ � ¾

Ë¢Õ�ÙªÌ_Í¡ÒUÔ�Õ�ÙªÍ'�IÙ)ÔSå�ÙØÌ Èàß�ß ÙªÝ�ÞBÑ é ÙØÌ_Í
Jt
ä È âêâDÐkÍdìIÕ_ÔQä)ÕëÛ ß � Ë�Ì�Î5ýk$�ä�â � äcÈ'ÍÏÎ'ÿ)ÛSÕ�ÞÁÙªÌ_Í ß Ý_Ð ß Íbw�Ý�ÍÏÕ�Ù�ÜQÛSâãÝ_Í ß

ÔSÐ_ÙªÛ È Õ_ÍWÞ�å ÎªÔS× ÙØÌ_Í
Jt
ä È âêâmÐkÍdÎØÍÏå ÍÏÎªÎØÍWÞ¦ÙªÔ¦Û ß Õ_Ô_ÞBÍ È Õ�Þ È ÒÏÍ ß�æ ÙªÌ_Í/Û ßªß ÍÏÙfá_Î È ÒÏÍ�á_ÎØÔ_ÒUÍ ßªß {St}, t = 1, 2, . . . , T

Èàß ÙªÌ_ÍÏÎªÍÏÐ'Ñ�ÞBÍÏÖ�Õ_Í�ÞíÐIÑ ë
St ≡ uJt

½ e æ e ¾
ä)Ì_Í�ÎØÍ

S0 = 1
Û�Õ�Þ

u > 1
æ

��Ô�ÎØÍ�ÔOÜSÍ�Î é
u = eσ

√
∆t é ä)Ì_Í�ÎØÍ σ

Èêß ÙØÌ�Ídá�ÎØÔBÒÏÍ ßªß ÜSÔSâàÛQÙ È â È ÙxÑÁÛSÕ�Þ
∆t

Èàß ÙªÌ_ÍdÙ È ×¦Í È Õ'ÙØÍÏÎªÜQÛSâ æ Ë¢ÕëÛSÞ_Þ È Ù È ÔSÕ

q ≡ (R− u−1)/(u− u−1)
Èêß ÙØÌ_Íd×�Û�ÎØÙ È Õ_è'Û�âêÍ�á_ÎªÔSÐ�ÛSÐ È â È ÙxÑ æ g È Õ�ÛSâãâêÑ

R = 1+ r
Èêß ÙªÌ_ÍdÔSÕ_Í�ákÍÏÎ È ÔBÞ	Î Èêß ì¦å ÎØÍ�Í

Þ Èàß ÒÏÔSÝ_Õ'Ù)ÎzÛQÙªÍ é ÙØÌ�ÎØÔ�Ý_èSÌ_Ô�ÝBÙfÙªÌ Èàß�ß ÙªÝ�ÞBÑ é ÙªÌ Èàß ä È âêâDÐkÍ/Û ßØß Ý_×¦Í�ÞÁÙØÔ�Ð�Í¡Û¦ÒUÔ�Õ ß ÙªÛ�Õ'Ù æ
Q ÍÏÙ

p
ÐkÍ/ÛSÕ'Ñ	ÎªÍ�ÛSâ È �ÏÍWÞÁá_Î È ÒÏÍdá�ÛQÙªÌ�å ÎªÔS× Ù È ×2Í

0
ÙªÔ2Ù È ×¦Í

T
é Û�Õ�Þ�âêÍUÙ

M(p)
ÐkÍ�ÙªÌ_Í/×�Û�� È ×#Ý�× á�Î È ÒUÍ

ÛQÙØÙªÛ È Õ_ÍWÞíÛ�âêÔSÕ_è2á�ÛQÙØÌ
p
æÁ6 Ì_ÍÏÕíÙØÌ�Í/ÜQÛ�âêÝ_ÍdÔ�å�ÙªÌ_Íh�sÝ_ÎªÔSákÍWÛ�Õ�×�Ûz� È ×#Ý_×ÉÒ�Û�âêâ®ÔSáBÙ È ÔSÕ Èêß è È ÜSÍÏÕëÛ ß

C(K) ≡ EQ

∑

pεP

{[

M(p)−K
]+

q(p)
}

/RT ½ e æ S ¾
ä)Ì_Í�ÎØÍ

EQ

×¦Í�ÛSÕ ß Í'�BákÍWÒ�ÙªÛ�Ù È ÔSÕÁÝ_Õ�Þ_ÍÏÎfÙØÌ_Íd×¦ÛSÎJÙ È Õ�è�Û�âêÍ é
P
Èàß ÙØÌ_Í ß ÍUÙ(ÔSå�Û�âêâmá�Ô ßØßØÈ Ð_âãÍ*á�ÛQÙØÌ ß

p
ÞBÍ ß ÒUÎ È ÐkÍ�Þ	Ð'Ñ

ÙØÌ�Í/á_ÎØÔBÒÏÍ ßªßÏé
q(p)

Èàß ÙªÌ_Í/×�Û�ÎØÙ È Õ_è�ÛSâãÍ�á_ÎªÔSÐ�ÛSÐ È â È ÙxÑ�ÔSåiÎØÍWÛ�â È � È Õ_è2á�ÛQÙªÌ
p
é
K
Èàß ÙªÌ_Í ß ÙªÎ È ìSÍdá_Î È ÒUÍ/ÛSÕ�Þ

X+ ≡ max{X, 0} æ
Ë Ù Èàß(È ×¦á�Ô�ÎJÙzÛ�Õ'Ù(ÙØÔ¦Õ�Ô�ÙØÍ/Ì_ÍÏÎªÍ�ÙØÌ�Û�Ù)ÙØÌ_Í/âêÔIÔSìIÐ�Û�Òªì�Ô�áBÙ È ÔSÕ ß ÛSÎØÍ/Û�â ß Ô¦Þ_ÍUÖ�Õ_ÍWÞ È ÕíÙØÍÏÎª× ß ÔSå�ÙØÌ_Í¡ÛS×2Ô�Ý_Õ�Ù�Ð'Ñ
ä)Ì È ÒªÌíÙØÌ�Íd×�Ûz� È ×#Ý_× ß ÙØÔ_Òªì	á_Î È ÒUÍ/ÛSÒzÌ È ÍÏÜSÍ�ÞíÞBÝ_Î È Õ_è2ÙØÌ_Í/â È å Í/Ô�å�ÙØÌ�ÍdÔ�áBÙ È Ô�Õ�Í7�_ÒUÍÏÍWÞ ß ÙØÌ_ÍdÖ�Õ�Û�â ß ÙªÔBÒzì	á_Î È ÒUÍ æ



e-N

�4w'Ý�Û�Ù È ÔSÕÖ½ e æ S ¾�×�ÛOÑÁÒÏÔS×¦á_Î Èêß Í ß ÍÏÜSÍÏÎzÛ�âmá�Û�ÙØÌ ß�é å ÔSÎ)Í'�_ÛS×¦á_âãÍ
(p, p′)

ß Ý�ÒzÌ�ÙØÌ�ÛQÙ
M(p) =M(p′)

é
ÍÏÕIÝ_×¦ÍÏÎzÛQÙ È Õ_è ß Ý�ÒªÌëá�ÛQÙªÌ ß)ß ÍÏá�Û�ÎzÛQÙØÍ�âãÑ�×�ÛOÑÁÒÏÛSÝ ß ÍdÒÏÔS×¦á_ÝBÙzÛQÙ È ÔSÕ�Û�â È Õ�Í'�	Ò È ÍÏÕ�ÒÏÑ æÁ6 Ô�ÛWÜSÔ È Þ	ÙªÌ ÈàßÏé_È Ù Èàß
ÛSÞ_Ü Èàß Û�Ð_âêÍ*ÙØÔ	ÞBÍ�ÒÏÔS×¦ákÔ ß Í�½ e æ S ¾ È Õ�ÙªÔ�ÒUÔ�×¦ákÔSÕ_Í�Õ�Ù ß Þ_ÍUÙØÍ�ÎØ× È Õ_Í�ÞíÔSÕëÛ2Ð_Ý�Õ�ÞBâêÍ'9�ÐIÑo9�Ð_Ý�Õ�ÞBâêÍ/Ð�Û ßØÈêß�ë

C(k) ≡
∑

j

∑

m

{

aT−2j,T−m

[

uT−m −K
]+

qT−j(1− q)j/RT
} ½ e æ f ¾

Ë¢ÕíÍbw'Ý�ÛQÙ È Ô�Õ e æ f Û�ÐkÔQÜSÍ é �)Û�Õ�Þ�× ÐkÔ�ÙªÌíÎØÝ�Õ�å ÎØÔ�×
0
ÙØÔ
T
æ �fÑ�ÞBÍUÖ�Õ È Ù È Ô�Õ é Û�âêâ®á�Û�ÙØÌ ß)È Õ

b(j,m)
ÛQÙØÙªÛ È Õ�ÙªÌ_Í

ß Û�×¦Íd×¦Ûz� È ×#Ý_×ÉÛSÕ�Þ�ÍÏÕ�ÞíÛ�Ù(ÙØÌ_Í ß Û�×¦ÍdÕ_ÔBÞ_Í æ ç ß Û2ÎØÍ ß Ý_âãÙ é Û�âêâ®á�Û�ÙØÌ ß)È Õ
b(j,m)

ÒÏÔSÕ'ÙØÎ È Ð_Ý_ÙØÍ�ÙªÌ_Í ß ÛS×¦Í
Û�×¦Ô�Ý_Õ�Ù(ÙªÔ

C(k)
é ÙØÌ_Í�ÎØÍÏå ÔSÎªÍ È Ù Èêß ÔSÕ_âêÑ	Õ�Í�ÒUÍ ßØß Û�ÎªÑ¦ÙØÔ2Ö�Õ�Þ�ÙØÌ_Í/Õ'Ý�×#ÐkÍÏÎ ß ÔSåiá�ÛQÙªÌ ß

ajm
å ÔSÎ�ÛSâãâDákÔ ßªßJÈ Ð_âêÍ

ÜQÛSâãÝ�Í ß Ô�åu�)Û�Õ�Þ�× æ
6 Ì_Í/Õ_Í'�IÙ ß ÙªÍÏá Èêß ÙØÔ¦Ö�Õ�ÞëÛMå ÎØÍbw�Ý�ÍÏÕ�ÒÏÑÁÞ Èàß ÙªÎ È Ð_ÝBÙ È Ô�Õ

A(T )
Þ_Í ß ÒÏÎ È Ð È Õ_èMÙªÌ_Í¡Û�ÐkÔQÜSÍ�Í�ÜSÍÏÕ�Ù ßÏæ Ë¢ÕíÙØÌ_Í

á_ÎªÔBÒUÍWÞBÝ_ÎªÍ�ä)Ì È ÒzÌ Èêß ÞBÍ ß ÒUÎ È ÐkÍWÞ È Õ�ÞBÍUÙzÛ È â È ÕíÙØÌ_Í/Õ_Í7�'Ù ß Í�ÒUÙ È ÔSÕ é Û¦ÒÏÔIÍ'�	Ò È ÍÏÕ'Ù
ajm = 0

Èàß Û ßØßØÈ èSÕ_ÍWÞ�ÙªÔ�ÛSâãâ
È ÕBå Í�Û ßJÈ Ð_âêÍ/ÒUÔ�×#Ð È Õ�ÛQÙ È Ô�Õ ß ÔSå

j
Û�Õ�Þ

m
é�ß Ý�ÒzÌ�ÙªÌ�ÛQÙ)ÙªÌ_Í/ÎØÍ ß Ý_âãÙªÛSÕ�Ù)Ü�Û�âêÝ_Í Èêß Õ_Ô�Ù�Û�&mÍ�ÒUÙØÍ�Þ æ

?(b Ü bZÝ l�\ Ê�HxC�HJm<�wM��ADC�HQmi<i@_Hxqõ{ q�rÁ< rªC�A8n(e�AG{*�ß��*HJ>�@BC�Hx]�e)@_H¢qõ{É\ <�@BC�Ho7

6 Ì Èàß)ß Í�ÒUÙ È ÔSÕíè È ÜSÍ ß Û¦ÞBÍÏÙªÛ È âêÍ�ÞíÞBÍ ß ÒÏÎ È áBÙ È Ô�Õ�ÔSåiÌ_ÔOä!ÙªÌ_Ídå ÎØÍbw�Ý�ÍÏÕ�ÒÏÑÁÞ Èàß ÙªÎ È Ð_ÝBÙ È Ô�Õ
A(T )

Èàß Þ_ÍÏÎ È ÜSÍWÞ	å Ô�Î�Û�ÕIÑ
è È ÜSÍÏÕíÜQÛSâãÝ�Í�ÔSå 6dæ Ë¢Õ È Ù È Û�âêâãÑ�Û�ÕíÍ7�BÛS×¦á_âãÍdä È âêâ®ÐkÍ/Ý ß Í�Þ é ÙªÌ_ÍÏÕëÐ'Ñ ß ÙØÎzÛ È èSÌ'ÙJå Ô�ÎØäfÛSÎØÞ È Õ�ÞBÝ�Ò�Ù È Ô�Õ�å ÎªÔS× ÙØÌ Èàß
Í'�_ÛS×2á�âãÍ é äõÍ/Ò�Û�ÕëÞBÍ�Î È ÜSÍ

A(T )
å ÔSÎ�ÛSÕ'ÑÁÛSÎØÐ È ÙªÎªÛSÎØÑ

T
æ

iõÔSÕ ßJÈ ÞBÍÏÎ(ÙØÌ_Í
5
T'ákÍ�Î È ÔBÞÁÎªÍ�ÒUÔ�×#Ð È Õ È Õ�è2Ð È Õ_ÔS× È Û�â®ÙØÎªÍÏÍ ß Ý�ÒªÌ�Û ß ÙØÌ_Í/Ô�Õ_Í È Õ�ÙzÛ�Ð_âêÍ e æ N æ�6 Ì_ÍdÔ�Î È è È Õ�Ô�å�ÙªÌ_Í

ÙØÎªÍÏÍ Èêß ÒÏÔSÕ ßØÈ Þ_ÍÏÎØÍWÞ¦ÙªÔMÌ�ÛOÜSÍ�Û#Õ�ÔBÞBÍ*Ü�Û�âêÝ_Í*Ô�å
0
é ä)Ì È âãÍ*ÙªÌ_Í�ÍÏÜSÔ�âãÜ È Õ_è#Õ_Ô_ÞBÍ*Ü�Û�âêÝ_Í ß ÔSåDÙØÌ_Í�ÙØÎªÍÏÍ ñ å ÔSÎfÍ7�_Û�×¦á_âêÍ é

5, 3, 1,−1,−3,−5 Û�Ù(Ù È ×¦Í 5 é ÎªÍÏá�ÎØÍ ß Í�Õ�ÙfÙªÌ_Í È Õ�ÞBÍ'��ÔSå�ÙØÌ_Í/Ð È Õ_Ô�× È Û�âDá_ÎØÔ_ÒUÍ ßªß�æ
� ßØÈ Õ_è2ÙØÌ�Í/Ð È Õ_Ô�× È ÛSâmÙØÎªÍÏÍ È ÕíÙªÛ�Ð�âãÍ e æ N é äõÍ¡ÒÏÛ�ÕíÍWÛ ßØÈ âêÑÁÞBÍÏÎ È Ü�ÍdÛSÕíÍ'�_Û�×¦á_âêÍdÔ�å�ÙªÌ_Ídå ÎØÍbw�Ý�ÍÏÕ�ÒÏÑÁÞ Èàß ÙªÎ È Ð_ÝBÙ È Ô�Õ
×�ÛQÙªÎ È �

A(T )
Û ß)ß Ì�ÔOä)Õ È Õ e æ � æ�6 Ì_Í/ÒÏÔSÎªÎØÍ ß ákÔSÕ�Þ È Õ_èMÕ_Ô_ÞBÍ È Õ�Þ È ÒÏÍ ß)È ÕíÙªÛ�Ð�âãÍ e æ � ñ ÙªÌ�ÛQÙ ÈàßÏé

5, 3, 1, . . . ,−5 é
Õ_ÔQä Ð�ÍWÒUÔ�×2Í�ÙªÌ_Í/ÎªÔOä!Ì_ÍWÛSÞ È Õ_è ß(È Õ

A(5)
æ O Õ�ÙØÌ�Í/Ô�ÙØÌ�ÍÏÎ)Ì�ÛSÕ�Þ é ÙØÌ_Í¡ÒÏÔSâêÝ_×¦ÕíÌ_Í�Û�Þ È Õ�è ß ÎØÍ�á_ÎªÍ ß Í�Õ�Ù(ÙØÌ_Í

Þ Èàß ÙªÎ È Ð_ÝBÙ È Ô�ÕíÔSåi×¦Ûz� È ×�Û ñ
5, 4, . . . , 0

é ÛQÙØÙªÛ È Õ_ÍWÞ�Ð'Ñ	ÙªÌ_Í/á�ÛQÙªÌ ß(È ÕíÙØÌ_ÍdÙØÎªÍÏÍ æ�6 Ì_Í/ÍÏâêÍÏ×¦ÍÏÕ'Ù ß)È Õ
A(5)

ß Ì_ÔQä
Ì_ÔQä ×¦ÛSÕ'ÑÁá_Î È ÒUÍdá�ÛQÙØÌ ß Ì�ÛOÜSÍ/Û2×�Û�� È ×#Ý�×

m
Ô�Õ�ÙØÌ_Í È Î�äfÛOÑ�ÙØÔ2ÙªÌ_Í/Õ_ÔBÞ_Í

j
æ �fÑ È ×¦á_â È Ò�ÛQÙ È Ô�Õ é

a34 = 1

×¦Í�ÛSÕ ß ÙØÌ�ÍÏÎØÍ Èêß
1
á�ÛQÙªÌíÔSåiâãÍ�Õ_è�ÙªÌ

5
ÍÏÕ�Þ È Õ_è	ÛQÙ)ÙØÌ_Í/Õ_ÔBÞ_Í

3
ÛQå¤ÙªÍÏÎ)Ì�ÛOÜ È Õ�è¦Û�ÙJÙªÛ È Õ�Í�ÞíÛ2×�Û�� È ×#Ý_× Ô�å

4
Û�Ù

ß ÔS×¦Í�Ù È ×2Í/ÔQÜSÍÏÎ(ÙØÌ_Ídå Ô�Ý_Î)ákÍÏÎ È ÔBÞ ß�æ ç âãâ®ÙªÌ_Í¡ÒUÍ�âãâ ß ä È ÙØÌ È ÕBå Í�Û ßJÈ Ð_âêÍdá�Û�ÙØÌ�ÒUÔS×#Ð È Õ�Û�Ù È ÔSÕ ß Û�ÎªÍ*Ö�âêâêÍ�Þíä È ÙªÌíÙØÌ_Í
ÜQÛSâãÝ�Í

0
æ



e��

g�Í�Û ßØÈ Ð_âãÍ ))Í�ÛSâ È �ÏÍWÞ�á_Î È ÒUÍ È Õ�Þ È ÒUÍ ß
á_Î È ÒUÍ È Õ�Þ È ÒÏÍ ßf fS Se e e
� � �N N N N� � � �9 N 9 N 9 N 9 N9 � 9 � 9 �9 e 9 e 9 e9 S 9 S9 f 9 f6(È ×¦Í � N � e S f

6 Û�Ð_âêÍ e æ N ë ç
5
9 ß ÙØÍ�áíÎØÍWÒUÔS×#Ð È Õ È Õ_è¦Ð È Õ�ÔS× È ÛSâmÙØÎªÍÏÍ æ

ÐBå ç ½ S ¾ �ÓÛz� È ×#Ý_×ÉÛSâãÔ�Õ_èMÙØÌ_Í/á�Û�ÙØÌ8�ÔBÞBÍ È Õ�Þ È ÒÏÍ ß f S e � N �f N � � � � �e � N S � � �N � � N S f �9 N � � � N S f9 e � � � � N Sf � � � � � N

6 ÛSÐ_âãÍ e æ � ë ç f 9�ákÍ�Î È ÔBÞ	å ÎØÍbw�Ý�ÍÏÕ�ÒÏÑÁÞ Èàß ÙªÎ È Ð_ÝBÙ È Ô�Õí×�ÛQÙªÎ È � æ

?(b Ü b�? `�{�<?wºß(@_HØ�mq�{*>�@IC�e�k@_Hxq�{Éqsr1N)C_A8n(e�AG{*�ßÚt�HJ>�@BC�Hx]�e)@_H¢q�{�:=<i@IC�HJmAG>

Ë¢ÕíÔ�Ý_Î)á_ÎªÔBÒUÍWÞBÝ_ÎØÍ*ÙªÔ¦Í ß ÙzÛ�Ð_â Èêß ÌëÛ�Õ�ÛSâãÑ'Ù È Ò�Í'�Bá_ÎªÍ ßªßJÈ ÔSÕ ß å ÔSÎ)ÙØÌ_Ídå ÎªÍ�w'Ý_ÍÏÕ�ÒUÑÁÞ Èêß ÙØÎ È Ð�ÝBÙ È ÔSÕí×�Û�ÙØÎ È �
A(T )

é äfÍ
âêÍUÙ

(t, j) ≡ t!/j!(t− j)!

)�ÛSá È ÞëÒUÔS×¦á_Ý_ÙªÛQÙ È Ô�Õ�Û�â®Í'�Bá_âêÔSÎzÛQÙ È ÔSÕ ß ä È âêâ ß Ì�ÔOä!ÙØÌ�Û�Ù(å Ô�Î)á�ÛQÙªÌ ß ÔSåiâêÍÏÕ_èSÙØÌ
5
é ÙØÌ_Í¡Þ Èêß ÙØÎ È Ð�ÝBÙ È ÔSÕí×�Û�ÙØÎ È �

A(5)
ä È âãâ®ÙzÛ�ìSÍ�ÙØÌ�Í�å Ô�ÎØ× È Õ�ÙzÛ�Ð_âêÍ e æ e é ä)Ì�ÍÏÎªÍ*ÙªÌ_Í/ÎªÔOä!Ì_ÍWÛSÞ È Õ_è ß ÛSÎØÍ*ÙªÌ_Í/Õ_ÔBÞ_Í ß�é

5, 3, . . . ,−5 ä)Ì È âãÍdÙØÌ�Í
ÒUÔ�âãÝ�×2ÕëÌ_Í�Û�Þ È Õ_è ß Û�ÎªÍ*ÙØÌ�Ídá�ÛQÙØÌë×�Û�� È ×¦Û¦ÛQÙØÙªÛ È Õ_ÍWÞ ñ

5, 4, . . . , 0
æ

Ë¢Õ�ÙzÛ�Ð_âêÍ e æ e Û�Õ�Þ e æ S�é ÙªÌ_Í¡Þ È &mÍÏÎªÍÏÕ�ÒÏÍ ß ÐkÍÏÙ¢äõÍ�ÍÏÕëÐ È Õ�ÔS× È ÛSâDÒUÔIÍ7�	Ò È ÍÏÕ�Ù ß ÞBÍ ß ÒUÎ È ÐkÍ�ÙØÌ_Í/Õ'Ý�×#ÐkÍÏÎ)ÔSåiá�ÛQÙªÌ ß(È Õ
ÙØÌ�Í È Õ�Þ È Ò�ÛQÙØÍWÞ�Ð_Ý�Õ�ÞBâãÍ ßÏæ g_Ô�âãâêÔOä È Õ_è2Ô�Ý_Î)Í�ÛSÎØâ È Í�Î(Í'�Bá_âàÛ�Õ�Û�Ù È ÔSÕ é ÒUÍ�âãâ ß ÎªÍÏá_ÎªÍ ß ÍÏÕ'Ù È Õ_è2ÍÏ×¦áBÙxÑÁÐ_Ý�Õ�ÞBâêÍ ß ÐkÍ�ÛSÎ(Õ�Ô



ece

�ÓÛz� È ×�Û f S e � N � �Û�ÙØÌëÍ�Õ�Þ ß )�ÔOä!ÙØÔSÙªÛSâ ßf ½ f é � ¾e ½ f é � ¾ ½ f é N ¾9�½ f é � ¾N ½ f é � ¾ ½ f é N ¾ ½ f é � ¾9�½ f é � ¾ 9�½ f é N ¾9 N ½ f é � ¾ ½ f é N ¾ ½ f é � ¾9�½ f é � ¾ 9�½ f é N ¾9 e ½ f é � ¾ ½ f é N ¾9�½ f é � ¾9 f ½ f é � ¾

6 Û�Ð_âêÍ e æ e ë ç Õ�Û�âêÑ'Ù È Ò*å Ô�ÎØ× Ô�å ç ½ f ¾ æ
ÍÏÕ'ÙØÎ È Í ßÏæÁ6 Ì_Í ß ÍdÍÏ×¦áBÙxÑÁÐ�Ý_Õ�ÞBâêÍ ß ä È âãâDÐkÍ¡Û ßªßJÈ èSÕ�Í�Þ�Û¦ÒUÔIÍ7�	Ò È ÍÏÕ�Ù�Ô�å$�ÏÍ�ÎØÔ È ÕíÙØÌ_Í¡ÒÏÔSÝ_Î ß Í*ÔSåiÔSÝ�Î
ÒUÔ�×¦á_ÝBÙªÛ�Ù È ÔSÕ ß ÛSÕ�Þ ß Ý_Ð ß Íbw'Ý_ÍÏÕ'ÙØâêÑÁÞ_Ô¦Õ_Ô�Ù�Û�&mÍ�ÒUÙ(ÙªÌ_Í/ÜQÛ�âêÝ_ÍdÔ�åiÔ�Ý_Î)ÔSÝBÙzÒUÔ�×2Í æ
ç ÒUâêÔ ß ÍdÛ ßØß Í ßªß ×2Í�Õ�Ù(ÔSå�ÙØÌ_Í¡ÛSÕ�Û�âêÑ'Ù È ÒÏÛSâãâêÑ�Ô�ÐBÙªÛ È Õ_ÍWÞ�×¦Û�ÙØÎ È ÒÏÍ ß ä È âêâ ß Ì_ÔOä!ÙØÌ�Û�Ù�ÐkÔ�ÙØÌ�ÛSÒ7w'Ý È ÎªÍ*ÙØÌ_Í ß Û�×¦Í
È âãâêÝ ß ÙØÎzÛQÙªÍ�ÞÁå ÔSÎª× æ ç ÞBÍUÙzÛ È âãÍWÞíÛ�âêèSÔ�Î È ÙªÌ_× ÔSå�ÙØÌ_Í/á_ÎªÔBÒUÍWÞBÝ_ÎªÍ*å ÔSÎ)è�ÍÏÕ_ÍÏÎzÛQÙ È Õ�è#ÙªÌ_Ídå ÎØÍbw'Ý_ÍÏÕ�ÒÏÑÁÞ Èàß ÙªÎ È Ð_ÝBÙ È ÔSÕ
×�ÛQÙªÎ È ÒUÍ ß ä È âãâDÐkÍ¡Û ß å Ô�âãâêÔOä ß�ñ
N æ3� ÍÏÕ�ÍÏÎzÛQÙØÍ/Û�Õ

(n+ 1)
�
(n+ 1)

Þ È ÛSèSÔSÕ�ÛSâm×�ÛQÙØÎ È �
� æ ç Õ

(n+ 1)
ÒUÔ�âãÝ�×2ÕëÜSÍ�Ò�ÙªÔSÎ)Ô�åiÐ È Õ_Ô�× È Û�âGÒUÔIÍ7��Ò È Í�Õ�Ù ß(Èêß èSÍ�Õ_ÍÏÎzÛQÙªÍ�Þ é Û�Õ�Þ�×¦ÍÏÎªèSÍWÞ	å ÎªÔS× ÙØÌ_Í/Î È è�Ì�Ù

ä È ÙØÌíÙØÌ�Í/Þ È ÛSèSÔSÕ�Û�âm×�ÛQÙªÎ È �	ÙØÔ�Ñ È ÍÏâàÞíÛMÙªÌ_Í/×�ÛQÙØÎ È �
A
ä È ÙªÌ�Þ È ×¦ÍÏÕ ßJÈ ÔSÕ ß

(n+ 1)
�
(n+ 2)

e æ ))Í�á_âêÛ�ÒUÍ�ÙªÌ_Í¡ÒUÝ_ÎªÎØÍ�Õ�Ù)ÍÏâêÍÏ×¦Í�Õ�Ù�ÔSå
A[n, n+ 1]

é ä)Ì È ÒzÌ Èàß Õ_ÔOä
0
Ð'Ñ�ÞBÍÏÖ�Õ È Ù È ÔSÕ é ä È ÙªÌíÙØÌ_Í/ÍÏâêÍÏ×¦Í�Õ�Ù

èSÍ�Õ_ÍÏÎzÛQÙªÍ�Þ�Û ß
(2 ∗A[n, (n+ 2)] 9 ß Ý�×(½·Û�âêâ®Í�âãÍ�×2Í�Õ�Ù ß)È ÕíÙØÌ_Í/ÎªÔOä�¾å¾

S�æ �IÝ_Ð ß Ù È ÙªÝBÙØÍ
(n+ 2)

Ô�å�ÙªÌ_Í¡Þ È Û�èSÔ�Õ�Û�âmÍÏâêÍÏ×¦Í�Õ�Ù ß�ß ÙØÍ�×¦× È Õ_è�Ý_á'äfÛSÎªÞÁå ÎªÔS×
A[n, n+ 1]

ä È ÙªÌíÙØÌ_Í/Õ_Í�ä
ÍÏâêÍÏ×¦Í�Õ�Ù�ÔSÐ_ÙªÛ È Õ_ÍWÞ È Õ

(3)
Û�ÐkÔQÜSÍ æ

f æ �'ÙªÍÏá ß
1
ÙªÔ
4
Û�ÎªÍ�ÎªÍÏákÍ�Û�ÙØÍWÞ	å Ô�Î�Û�âêâ®Ô�ÙªÌ_ÍÏÎ

A[i, n+ 1]
ÍÏâêÍÏ×¦Í�Õ�Ù ß ä È ÙØÌ

iε[n− 1]

9 ²�Ô ����¶0�ÇØ/Ú ¶0�.pqØrqBÙ�·3�s�*¶,ØJ�H³t�r×�¸��.�

6 Ì Èàß)ß Í�ÒUÙ È ÔSÕíá_ÎªÍ ß ÍÏÕ�Ù ß ÙØÌ_Í ß Í�w'Ý_Í�Õ�ÒUÍdÔSåiá_ÎØÔ_ÒUÍ�Þ_Ý_ÎØÍ ßfÈ ÕIÜSÔSâêÜSÍ�Þ È ÕíÙØÌ�ÍdÝ ß Í/Ô�å�å ÎªÍ�w'Ý_ÍÏÕ�ÒÏÑÁÞ Èàß ÙØÎ È Ð_Ý_Ù È ÔSÕ
×�ÛQÙªÎ È ÒUÍ ß ÙªÔ¦ÜQÛSâãÝ�Í���Ý_ÎØÔ�ákÍ�Û�Õ�ÙxÑ'ákÍ/ÔSá_Ù È ÔSÕ ß
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� ����� �!�S ����� �!� ���!� �H� ����� �:�
� ���!� �!� � ����� �o�� ���!� �!� ����� �o� ���!� ��� ����� �:�

� ����� ��� � ���!� �H� � ����� �:�� ����� ��� ���!� �H� ����� �:� ����� ��� ���!� �!�
� ���!� �!� � ����� �o� � ����� ��� � ���!� ���9 � ���!� �!� ����� �o� ����� ��� ���!� ���

� ����� ��� � ����� �H� � ���!� ���9 S ����� ��� ����� �H� ���!� ���
� ����� �!� � ���!� �H�9 | ����� �!� ���!� �H�

� ���!� �!�9 ` ���!� �!�

6 Û�Ð_âêÍ e æ Suë ç Õ�Û�âêÑ'Ù È Ò*å Ô�ÎØ× Ô�å ç ½ ` ¾ æ

?(bZÝ)b Ü E�HØ\ A E p <0ß�q�P=:=<i@BC�HQ7

6 Ì_Í/×�ÛQÙØÎ È �
A(T )

Èàß Ý ß Í�ÞÁÙªÔ�ÞBÍÏÖ�Õ_Í¡Û2×�ÛQÙªÎ È �ÁÔ�å�ÙªÍÏÎª× È Õ�ÛSâ®ÔSá_Ù È ÔSÕíá�ÛOÑSÔz& ß
B(T )

ÙØÌ�Û�Ù ß Ì_ÔQä ß ÙªÌ_Í
Þ Èàß ÙªÎ È Ð_ÝBÙ È Ô�ÕíÔSåiÔSáBÙ È Ô�Õ�á�ÛWÑSÔ�& ß ×#Ý_âãÙ È á_â È ÍWÞíÐ'Ñ	ÙªÌ_Ídå ÎªÍ�w'Ý_ÍÏÕ�ÒÏÑ	ÔSå�ÙØÌ_Í È Î�ÔBÒÏÒÏÝ_ÎªÎØÍ�Õ�ÒUÍ æ Ë¢ÕíÙØÌ�Í�ÙªÍÏÎª× È Õ�ÛSâ
ÔSá_Ù È ÔSÕíá�ÛOÑSÔz&

B(T )
ÍWÛSÒzÌ�Í�âãÍ�×¦ÍÏÕ�Ù)ÙzÛ�ìSÍ ß ÙªÌ_Ídå ÔSÎª×

bT−2j,T−m = aT−2j,T−m.(uT−m −K)+

j = 0, . . . , T ; m = 0, . . . , T
½ e æ | ¾

ä)Ì_Í�ÎØÍ
aij

Èàß ÙªÌ_Ídå ÎØÍbw'Ý_ÍÏÕ�ÒÏÑ	ÔSÐ_ÙªÛ È Õ_ÍWÞ	å ÎªÔS×
A(T )

ÛSÕ�Þ
K
Èêß ÙØÌ_Í/Ô�áBÙ È ÔSÕ ß ÙØÎ È ìSÍ�á_Î È ÒUÍ æÁ6 Ì'Ý ß

bij
Èàß ÙØÌ_Í

½�ÒÏÔSÕ�Þ È Ù È Ô�Õ�Û�âê¾fÒÏÛSâêâ®ÔSáBÙ È Ô�ÕíÜQÛ�âêÝ_Í�å ÔSÎ�Û
T
9 ákÍÏÎ È ÔBÞÁÐ_Ý_Õ�ÞBâêÍ/ÔSåiá_Î È ÒUÍdá�Û�ÙØÌ ß ÙØÌ�ÛQÙ�Û�âêâmÖ�Õ Èàß ÌëÛ�Ù)Õ_ÔBÞ_Í

i
ÛSÕ�Þ

ÛQÙØÙªÛ È ÕëÛ2á�Û�ÙØÌë×¦Ûz� È ×#Ý�×
j
æÁ6 Ì_Í/á_ÎªÔSÐ�ÛSÐ È â È Ù¢Ñ	ÔSåiÎØÍWÛ�â È � È Õ_è¦ÛSÕ'Ñ	á�ÛQÙØÌ È Õ

b(T − 2j, T −m)
Èàß

qT−j(1− q)j

æ



eof

?(bZÝ)bZÝ p C�HØ®Hx{�y <[l�e�C_q�Ê/AD<?{�Z�<?wJwMqsÊ�@_HJq�{
g�ÔSâêâãÔQä È Õ�è2ÔSÝ_Î�ÞBÍ ß ÒÏÎ È áBÙ È Ô�Õ�Ô�å

B(T )
Û�ÐkÔQÜSÍ é Ô�Õ_Í/ÒÏÛSÕëÞBÍUÙªÍÏÎª× È Õ_ÍdÙØÌ�Û�Ù)ÙØÌ_Í/ÎªÔOä ß Ô�å

B(T )
ÎªÍÏá_ÎªÍ ß ÍÏÕ'ÙfÙØÌ�Í

á�Û�ÙØÌ ß Ö�Õ Èàß Ì È Õ_è	ÛQÙ(ÙªÌ_Í ß ÛS×¦Í�Õ�ÔBÞBÍ ß ÛSÕ�ÞÁÙªÌ'Ý ß Ì�ÛOÜ È Õ_è2Íbw�Ý�Û�â®×�Û�ÎØÙ È Õ_è�ÛSâãÍ�á�ÎØÔ�Ð�Û�Ð È â È Ù È Í ßÏæ�6 Ô2Ô�ÐBÙªÛ È Õ�ÙªÌ_Í
ÜQÛSâãÝ�Í�ÔSå�ÙØÌ_Í¡Ò�Û�âêâDÛQÙ

t = 0
é ÙØÌ�ÍdÎªÔQä ß Ý_× ß)È Õ

B(T )
Û�ÎªÍ�×#Ý_âãÙ È á_â È Í�ÞíÐIÑ	ÙØÌ_Í¡ÒÏÔSÎªÎØÍ ß ákÔSÕ�Þ È Õ_è2á_ÎØÔ�Ð�Û�Ð È â È Ù È Í ßÏé

ÙØÌ�Í ß Ídá_ÎªÔBÞBÝ�ÒUÙ ß ÛSÎØÍ*ÙªÌ_ÍÏÕ ß Ý_×¦×¦Í�ÞëÛ�Õ�ÞíÞ Èêß ÒUÔ�Ý_Õ�ÙªÍ�Þ æ

C0 = R−T

{

∑T

j=0

[

∑T

m=0
bjmqT−j(1− q)j

]} ½ e æ } ¾
ç ÞBÍUÙzÛ È âêÍ�Þ�Í7�BÛS× È Õ�Û�Ù È ÔSÕ�ÔSåi×¦Ô ß Ù)Ô�å�ÙªÌ_Í/â È ÙØÍ�ÎªÛ�ÙØÝ_ÎªÍ�×¦Í�Õ�Ù È ÔSÕ�Í�Þ ß Ô2å�Û�Î)Ô�Õ�ÙØÌ_Í/Ü�Û�âêÝ�ÛQÙ È Ô�Õ�Ô�å"g È Õ�Û�Õ�Ò È ÛSâ
ÔSá_Ù È ÔSÕ ß�é ÞBÔIÍ ß Õ�Ô�Ù ß Í�ÍÏ× ÙØÔ¦ÎªÍÏÜSÍWÛ�â®ÛSÕ'Ñ È ÕBå Ô�ÎØ×�ÛQÙ È Ô�Õ�Ô�ÕëÒUÔS×¦á_Ý_Ù È Õ_è2Ù È ×¦Í ß�æ O Ý_Î�ÒUÝ�ÎØÎªÍÏÕ'Ù)ÛSá_á_ÎªÔ�ÛSÒzÌÁÔ�Õ
ÜQÛSâãÝ È Õ_è��sÝ_ÎªÔSákÍWÛ�Õ�Ô�áBÙ È Ô�Õ ßÏé á�ÛSÎJÙ È ÒUÝ_âàÛ�ÎªâãÑ�ä È ÙØÌ�Þ Èàß ÒUÎªÍUÙØÍ�Ù È ×¦Í/×¦ÍUÙªÌ_ÔBÞ ß�ß Ì�ÔOä»Û2èSÎªÍ�ÛQÙ)ÍÏÕ_Ì�ÛSÕ�ÒUÍ�×2Í�Õ�Ù È Õ
ÙØÌ�Í ß ákÍÏÍWÞ�Ô�å�ÒÏÔS×¦á_ÝBÙzÛQÙ È Ô�Õ ß ÙØÌ�ÛSÕíÔ�ÙªÌ_ÍÏÎ�ÒÏÝ_ÎªÎØÍ�Õ�Ù)ÜQÛSâãÝ�Û�Ù È ÔSÕ�×¦ÍUÙªÌ_ÔBÞ ß�æ ��ÔSÎªÍÏÔQÜSÍÏÎfÔ�Ý_Î�Û�Õ�ÛSâãÑ'Ù È Ò
Û�á�á_ÎØÔ'ÛSÒzÌ_Í ß ÙØÔ2ÙªÌ_Í¡Þ Èàß ÒÏÎØÍÏÙØÍ�Ù È ×¦Í/á_ÎªÔSÐ_âêÍÏ× ÛSÎØÍ/Û ß Í�Û ß Ñ�ÙªÔ�ÒUÔ�×2á�ÝBÙØÍ¡Û ß ÒUÔ�Õ�Ù È ÕIÝ_ÔSÝ ß Ù È ×¦Í¡Û�Õ�ÛSâãÑ'Ù È Ò*å ÔSÎª×
ß ÔSâêÝBÙ È ÔSÕ ß�æ Ë Ù Èêß Ì_ÔQäõÍÏÜSÍ�Î È ×2ákÔ�ÎJÙzÛ�Õ'Ù(ÙØÔ¦ÎªÍ�Ò�Û�âêâkÙªÌ�ÛQÙ�ÍÏÜ�Û�âêÝ�ÛQÙ È Õ�èMÙØÍ�ÒzÌ_Õ È w'Ý_Í ß Ý ßØÈ Õ_è�ÒUÔ�Õ�Ù È Õ'Ý�ÔSÝ ß Ù È ×¦Í
Û�Õ�Û�âêÑ�Ù È Ò*å ÔSÎª×#Ý_âàÛ ß)ß Ý�ÒªÌëÛ ß ÙØÌ_Ô ß Í/Þ_Í ß ÒUÎ È ÐkÍ�Þ�ÐIÑ iõÔSÕ
��Í�À v Èêß äfÛ�Õ�ÛQÙØÌ�Û�ÕÄ½ N aca N ¾�×�ÛOÑ	ÐkÍ
ÒUÔ�×¦á_ÝBÙªÛ�Ù È ÔSÕ�ÛSâãâêÑ�å�Û ß ÙØÍÏÎ(ÙªÌ�Û�ÕëÔSÝ_Î�Þ Èàß ÒUÎªÍUÙØÍ�Ù È ×¦Í/×¦ÍUÙªÌ_ÔBÞ ß�æ

9 ²:9 ����¶0�ÇØ/Ú ¶0�.pqØ.��+�<>¶�·"¸��ÇØ.��³t�r×�¸��.�

O Ý_Î�Û�á�á_ÎØÔ'ÛSÒzÌ	ÙªÔ¦ÜQÛSâãÝ È Õ_è�Û�Õ ç ×¦Í�Î È ÒÏÛSÕ�Ô�áBÙ È ÔSÕ Èàß Ð�Û ß ÍWÞ�ÔSÕëÛ2ÎªÍ�ÒUÝ_Î ßØÈ ÜSÍdÛ�á�á_â È ÒÏÛ�Ù È ÔSÕíÔ�å�ÙØÌ�Í/×2ÍÏÙØÌ_Ô_Þ ß
Ý ß Í�ÞÁÙªÔ¦Ü�Û�âêÝ_Í��sÝ_ÎªÔSákÍ�ÛSÕ�Ô�áBÙ È ÔSÕ ß�æ �Í�ÎØÍdäfÍdá_ÎªÔBÒUÍ�Í�ÞÁÐIÑ�ÒÏÛ�âàÒUÝ�âêÛ�Ù È Õ_è2Ð�Û�ÒªìIäfÛSÎªÞ	å ÎØÔ�×

T
é ÙzÛ�ì È Õ_è2Ô�Õ_Í

ákÍÏÎ È ÔBÞ�Û�Ù�ÛMÙ È ×¦Í é äfÍdÔSÐ_ÙªÛ È ÕëÛ2ÜQÛSâãÝ_Í�å Ô�Î)Ì_ÔSâàÞ È Õ_è2ÙØÌ_Í/Ô�áBÙ È ÔSÕíÔ�Õ_Íd×¦ÔSÎªÍ�ákÍÏÎ È ÔBÞ æ"# ÍdÙØÌ_Í�ÕëÞ_Ô�Û
ÒUÔ�×¦á�Û�Î Èêß ÔSÕÁÔSå�ÙØÌ Èàß Ü�Û�âêÝ_Í�ä È ÙØÌíÙªÌ_Í/ÜQÛSâãÝ_ÍdÔSåiÍ'�BÍÏÎzÒ ÈàßJÈ Õ_èMÙØÌ�ÍdÔ�áBÙ È Ô�Õ È ×¦×¦Í�Þ È ÛQÙªÍÏâêÑ æ
6 Ì_Í È ×¦á_âêÍÏ×¦Í�Õ�ÙªÛ�Ù È ÔSÕëÔ�åiÔ�Ý_Î)×2ÍÏÙØÌ_ÔBÞ Èàß(È Õ È Ù È Û�âêâãÑ	å�Û�ÒUÍ�Þ�ä È ÙªÌëÛ2á_Î È Õ�Ò È á�Û�âGÞ È �	ÒÏÝ_â ÙxÑ ñ ÙªÌ�ÛQÙ�ÔSåiÔSÐBÙzÛ È Õ È Õ�è¦Û
ÎªÍ�ÒUÝ�Î ßØÈ ÜSÍ�ÎªÍÏâàÛQÙ È Ô�Õ ß Ì È á�ÐkÍÏÙ¢äfÍÏÍÏÕ	ÙªÌ_Í�ÒUÝ_ÎªÎªÍÏÕ�ÙõÜ�Û�âêÝ_Í

A(t)
Û�Õ�Þ¦ÙØÌ_Í*ákÍ�Î È ÔBÞ�ÐkÍUå ÔSÎªÍ

A(t− 1) é t = 1, 2, . . . , T
ÙØÌ�ÛQÙfä È âêâ�å�ÛSÒ È â È ÙzÛQÙªÍ�ÙØÌ_Í*Ý ß Í�Ô�åDÐ_Ý�Õ�ÞBâ È Õ_è2Û ßsÈ Õ�ÙªÌ_Í�ÒÏÛ ß Í�ÔSå®ÙØÌ_Í%�sÝ�ÎØÔ�á�ÍWÛ�Õ	ÔSáBÙ È Ô�Õ ßÏæ g�ÎªÔS×}Û¡×�ÛQÙªÌ_ÍÏ×�ÛQÙ È Ò�Û�â
ákÔ È Õ�Ù�Ô�åiÜ È ÍÏä é ÙØÌ Èàß Û�á�á_ÎØÔ'ÛSÒzÌ Èàß Õ_ÍWÒUÍ ßØß Û�ÎªÑ	Û ß Û2×¦Í�Û�Õ ß ÙØÔ2å�Û�Ò È â È ÙzÛQÙØÍdÙØÌ_Í/á_ÎªÔSè�ÎªÛ�×¦× È Õ_èMÔ�å�Ò�Û�âàÒUÝ_âàÛQÙ È ÔSÕ ß�æ

?(b�?)b Ü � AG®e�C�>IHJq�{�>
# Í/Ð�Í�è È ÕíÔSÝ_Î ß Í�ÛSÎªÒzÌÁå ÔSÎ�Û2Ð�Û�ÒªìIäfÛSÎªÞÁÎØÍWÒUÝ_Î ßØÈ Ô�ÕÁÐ'ÑÁÍ7�_Û�× È Õ È Õ_è2ÙØÌ�Ídå ÔSÎªäfÛ�ÎzÞ	Ô�Õ_Í æ iõÔSÕ ßØÈ Þ_ÍÏÎ(Ô�Ý_Î
å ÎªÍ�w'Ý_ÍÏÕ�ÒÏÑÁÞ Èàß ÙØÎ È Ð_Ý_Ù È ÔSÕí×�Û�ÙØÎ È �

A(t)
ÛSÕ�Þ�âêÍUÙ

atj,m
ÐkÍ¡Û�ÕíÍÏâêÍÏ×¦ÍÏÕ'Ù�Ô�å

A(t)
ÛQÙ(Ù È ×¦Í/ákÍÏÎ È ÔBÞ

t
æÁ6 Ô



e�|

Û ß ÒUÍ�ÎJÙzÛ È Õ	ÙªÌ�ÛQÙ)ÙªÌ_Í/á�ÛQÙªÌ ß(È ÕíÙØÌ_Í/Ð_Ý�Õ�ÞBâãÍ#Û�âêäfÛWÑ ß ákÔ ßØß Í ßªß Û2×�Û�� È ×#Ý_× ÙØÌ�Û�Ù Èàß èSÎªÍ�ÛQÙªÍÏÎ(ÔSÎ)Í�w'Ý�ÛSâmÙØÔ2ÙªÌ_Í
á�Û�ÙØÌ ß}6 Í�Õ�ÞBákÔ È Õ�Ù ßÏé äõÍ/ÎªÍ�ÒÏÛSâãâmÙØÌ�Û�Ù

m ≥ j
é ÛSÕ�ÞíÛQÙØÙªÛ È Õ ß Û2Õ_ÔSÕ:9 �ÏÍ�ÎØÔ2ÜQÛSâãÝ_Í È Õ

A(t)
æ O Õ�ÙªÌ_Í/Ô�ÙªÌ_ÍÏÎ)Ì�ÛSÕ�Þ é

Û�âêâ È ÕBå Í�Û ßJÈ Ð_âêÍ/ÒÏÔS×#Ð È Õ�ÛQÙ È ÔSÕ ß ä)Ì_ÍÏÎªÍ
m < j

Û�ÎªÍdÛSÒ�ÒUÔ�ÎªÞ È Õ_è�âãÑ	Û ßªßJÈ èSÕ�Í�Þ	ÙØÌ_Í/Ü�Û�âêÝ_Í��ÏÍÏÎªÔ æ
Ë å�äõÍ/ÒÏÔSÕ ßØÈ Þ_ÍÏÎ)Û¦Þ_ÔOä)Õí×¦ÔQÜSÍÏ×¦ÍÏÕ'Ù È Õíä)Ì È ÒzÌíäfÍdÍ'�IÙªÍÏÕ�Þ�ÙØÌ_Í

t
9 ákÍÏÎ È ÔBÞÁá�ÛQÙØÌ ß ÞBÔQä)ÕëÛQÙ)Ù È ×¦Í

t− 1 é äõÍ
ÔSÐ_ÙªÛ È ÕëÛ2ÎØÍ ß Ý�â Ù È Õ_è¦×�ÛQÙªÎ È �ÁÔSåiÐ_Ý_Õ�ÞBâêÍ ß ä)Ì È ÒzÌíäfÍ/ÞBÍÏÕ�Ô�ÙØÍ/Ì_ÍÏÎªÍ/Û ß

A(t+ 1, d).

#�È ÙØÌëÎªÍUå Í�ÎØÍ�Õ�ÒUÍ�ÙØÔ�ÛSÕíÍÏâêÍÏ×¦ÍÏÕ'Ù
atj,m

Ô�å
A(t)

Û�Ù(Ù È ×¦Í
t
é ÙØÌ_Í¡ÒUÔ�ÎØÎªÍ ß ákÔSÕ�Þ È Õ_èMÍ�Õ�ÙªÎØÑ	å ÔSÎ�Û¦ÞBÔQä)Õ'ä(Û�ÎzÞ

×¦ÔOÜSÍ�×¦ÍÏÕ�Ù È Õ
A(t+ 1, d)

Èêß è È ÜSÍÏÕëÛ ß

at+1j−1,m

Ë¢ÕëÛ ßJÈ × È âàÛ�Î(å ÔSÎª× ÔSåiÍ'�Bá_ÎªÍ ßªßJÈ ÔSÕÁå ÔSÎ(ÙªÌ_Í/Ý_áë×2ÔQÜSÍÏ×¦Í�Õ�Ù é ÙªÌ_Í¡ÒUÔSÎªÎªÍ ß ákÔSÕ�Þ È Õ�èMÍÏÕ'ÙØÎªÑ È Õ�ÙªÌ_Í/×�ÛQÙªÎ È �ÁÔ�å
Ð_Ý_Õ�ÞBâãÍ ß

A(t+ 1, u)
Èêß è È ÜSÍÏÕëÛ ß

at+1
j+1,max(j+1,m)

Ë Ù Èàß äõÔ�ÎJÙªÌ'ä)Ì È âêÍ*ÙªÔ¦×¦ÍÏÕ'Ù È ÔSÕëÌ_ÍÏÎªÍ�ÙØÌ�Û�Ù�Û�Õ È Õ�ÒUÎªÍ�Û ß Í È Õ�ÙªÌ_Í/Ð_Ý_Õ�ÞBâêÍ ß}6 á�Û�ÙØÌë×¦Ûz� È ×#Ý_×ÉÒzÌ�ÛSÕ_èSÍ ß ÙØÌ�Í/ÜQÛ�âêÝ_Í
å ÎªÔS×

j = m
ÙªÔ

j + 1 = m
æ�6 Ì�ÍdÎªÍ ß Ý_âãÙ È Õ_èMå ÎªÍ�w'Ý_Í�Õ�ÒUÑÁ×�ÛQÙØÎ È ��ÛQÙ)ÙØÌ_Í/ÍÏÕ�Þ�ÔSå�ÙØÌ_Í¡Û�ÐkÔQÜSÍdÒ�Û�âàÒUÝ_âàÛQÙ È Ô�Õ ßfÈàß

Õ_ÔQä è È ÜSÍÏÕëÛ ß

A(t+ 1) = A(t+ 1, u) +A(t+ 1, d)

?(b�?)bZÝ p C�HØ®Hx{�y <?{ `�\ AGC�HJm<?{�Z�<?wJwE@�Ê�@_Hxq�{

6 Ô¦ÔSÐBÙzÛ È ÕÁÙªÌ_Í È ×2×¦ÍWÞ È Û�ÙØÍ/Í'�BÍ�ÎªÒ Èêß Í�ÜQÛSâãÝ_ÍdÔSå�Û�Õ ç ×¦ÍÏÎ È ÒÏÛ�ÕíÔ�áBÙ È ÔSÕ é äõÍdá_ÎªÔBÒÏÍÏÍ�Þ�Ð'Ñ�ÞBÍÏÎ È Ü È Õ_è2ÙØÌ_Í/×�Û�ÙØÎ È �
Ô�å�ÙªÍÏÎª× È Õ�ÛSâ®ÔSá_Ù È ÔSÕíá�ÛOÑSÔz& ß

B(t)
å ÎØÔ�× ÙØÌ�Ídå ÎØÍbw�Ý�ÍÏÕ�ÒUÑ�Þ Èàß ÙªÎ È Ð_ÝBÙ È Ô�Õí×�ÛQÙªÎ È �

A(t)
æÁ6 Ì_ÍdÕ�Í'�IÙ ß ÙªÍÏá Èàß ÙØÔ

èSÍ�Õ_ÍÏÎzÛQÙªÍ*ÙØÌ_Í/Ü�Û�âêÝ_ÍdÔ�å È ×2×¦ÍWÞ È Û�ÙØÍ/Í'�BÍ�ÎªÒ Èàß Í*å ÔSÎ)Í�Û�ÒªÌíákÔ ßØßØÈ Ð�âãÍdá_Î È ÒÏÍdÎØÍWÛ�â È �WÛQÙ È ÔSÕíÛQÙ�Í�ÛSÒzÌ ß ÙªÔSá_á È Õ_è2Ù È ×¦Í
t = 1, . . . , T

æ � ßØÈ Õ_è	Û2ÎØÍWÒUÝ_Î ßJÈ ÔSÕÁå ÎØÔ�×
B(t)

ÙªÔ
B(t− 1) é t = 1, . . . , T − 1 é äõÍ¡ÒÏÛ�âàÒUÝ�âêÛ�ÙØÍ�ÙØÌ_Í/Í7�IákÍWÒ�ÙªÍ�Þ

ÜQÛSâãÝ�Í*Ô�åiÒUÔSÕ'Ù È Õ'Ý È Õ_è æ �(Û ßØÈ Ò�Û�âêâãÑ2ÙØÌ_Í ß ÙªÎØÝ�ÒUÙØÝ_ÎªÍ*ÔSåDÙØÌ Èêß ÎØÍWÒUÝ_Î ßJÈ ÔSÕ Èàß ÙØÌ_Í ß ÛS×¦Í�Û ß ÙªÌ�ÛQÙ(å ÔSÎõÙªÌ_Í�ÎªÍ�ÒÏÝ_Î ßJÈ ÔSÕ È Õ
A(t)

æ Ë¢ÕíÔ�ÎªÞ_ÍÏÎfÙØÔ�ÔSÐBÙzÛ È Õ�ÙØÌ_Í¡ÒÏÔSÎªÎØÍ�ÒUÙ(Õ'Ý_×#ÐkÍ�Î)ÔSåiá�ÛQÙªÌ ß ÙØÔ2ÙzÛ�ìSÍdÐ�Û�ÒªìIäfÛSÎªÞ ßfÈ ÕíÍWÛSÒzÌ�á�Û�ÎØÙ(ÔSå�ÙØÌ�Í
Í'�BákÍWÒ�ÙØÍWÞÁÜQÛSâãÝ_ÍdÒ�Û�âàÒUÝ_âàÛQÙ È Ô�Õ é ÒÏÛ�ÎªÍ ß Ì_ÔSÝ_âàÞÁÐkÍ*ÙzÛ�ìSÍ�Õ	ÙªÔ ß ÍÏá�ÛSÎªÛ�ÙØÍÏâêÑ¦ÎØÍWÒUÔ�ÎªÞ�ÙØÌ_ÍdÝ_á ß ÛSÕ�Þ�ÞBÔQä)Õ ß ä È ÙªÌ È Õ�ÙØÌ_Í
ÎªÍ�ÒUÝ�Î ßØÈ Ô�Õ æ�# Í¡ÞBÍUÖ�Õ�Í



e~}

CT (j,m) = bT−2j,T−mqT−j(1− q)j

CT =
T
∑

j=0

T
∑

m=0

CT (j,m)
½ e æ ` ¾

g�ÔSâêâãÔQä È Õ�èMÙØÌ_Í¡ÛSÐkÔOÜSÍ/ÞBÍUÖ�Õ È Ù È Ô�ÕíÔSå�ÙØÌ_Í/Ô�áBÙ È ÔSÕíá�ÛOÑSÔz&Ó×�Û�ÙØÎ È � é ÙØÌ�Í/ÎØÍWÒUÝ_Î ßJÈ ÔSÕÁå ÔSÎ(ÙªÌ_Í¡ÒÏÛ�âêâ®Ü�Û�âêÝ_Í ß(Èàß ÙªÌ_ÍÏÕ
Í'�Bá_ÎªÍ ßªß Í�Þ�Û ß

CT−1(j,m) = max

{

bT−1T−2j−1,T−1−mqT−1−j(1− q)j ,

R−1
[

bT,u
T−2j,max(T−2j,T−m−1)q

T−j(1− q)j + bT,dT−2j−2,T−m−1q
T−j−1(1− q)j+1

]

}

È Õ�ÙªÌ_Í¡Û�ÐkÔQÜSÍ�Í'�Bá_ÎªÍ ßªßØÈ Ô�Õ ßÏé
bT,ujm

Èàß ÙªÌ_Í/ÎØÍ ß Ý�â Ù(å ÎªÔS×ÉÛ�ÕíÝ_áIäfÛ�ÎzÞ�×2ÔQÜSÍÏ×¦Í�Õ�Ù È ÕíÙ È ×2Í
T
Ô�å

bT−1jm

é Û�Õ�Þ
bT,djm

Èàß ÙªÌ_Í¡ÒUÔSÎªÎªÍ ß ákÔSÕ�Þ È Õ_èMÎØÍ ß Ý�â Ù(å Ô�Î�Û¦ÞBÔQä)Õ'äfÛSÎªÞÁ×¦ÔQÜSÍÏ×¦ÍÏÕ'Ù È Õ�Ù È ×¦Í
T
ÔSå

bT−1jm

æ
6 Ì Èàß)ß Û�×¦Ídá_ÎªÔBÒUÍWÞBÝ_ÎªÍ Èêß ÎØÍ�ákÍ�ÛQÙªÍ�Þ�Ð�ÛSÒzìIäfÛ�ÎzÞ ßfÈ ÕíÙ È ×¦Ídå ÔSÎ

T − 2, T − 3, . . . , 0 æÁ6 Ì_Í/ÜQÛSâãÝ�Í�ÔSå�ÙØÌ_Í
ç ×¦Í�Î È ÒÏÛSÕíÒ�Û�âêâ Èêß ÙØÌ�ÍÏÕëÔSÐBÙzÛ È Õ_Í�Þ�ÐIÑ�ÒUÔS×¦á�ÛSÎ È Õ_èMÙØÌ�ÍdÜ�Û�âêÝ_ÍdÔ�å È ×¦×2ÍWÞ È ÛQÙØÍ/Í7�IÍ�ÎªÒ Èêß Í�ä È ÙØÌíÙØÌ_Í/Í7�Bá�ÍWÒ�ÙªÍ�Þ
ÜQÛSâãÝ�Í�ÔSå�ÒUÔSÕ'Ù È Õ'Ý È Õ_è¦ÙØÔ¦Ì�ÔSâàÞÁÙØÌ_Í/Ô�áBÙ È ÔSÕ æ

9 ²HG �[�U<���Ùr×�Ø�×�¸��.��ØJ-_�ú¶,Ú Ù�-�×�Ú

6 Ì_Í/Ð�Û ßØÈ Ò�Û�ÞBÜQÛSÕ�ÒUÍ�×2Í�Õ�Ù È Õíá�Û�ÙØÌ~TBÞBÍÏákÍ�Õ�ÞBÍÏÕ'Ù�ÔSáBÙ È Ô�Õ�á�Î È Ò È Õ_è¦á_ÎØÔ�ákÔ ß Í�ÞÁÐ'Ñ	ÙªÌ_Í¡Û�á_á_ÎªÔ�Û�ÒªÌ È ÕíÙØÌ Èêß ÙªÌ_Í ßØÈêß
ÒUÔ�×¦á�Û�ÎªÍ�Þ	ÙØÔ	Û�âãÙØÍ�ÎØÕ�Û�Ù È ÜSÍ�ÔSá_Ù È ÔSÕíá_Î È Ò È Õ_è�ÛSâãè�ÔSÎ È ÙªÌ_× ßõÈàß ÙØÌ_Í ß ákÍÏÍWÞ�Ô�å�ÒUÔ�×¦á_ÝBÙªÛ�Ù È ÔSÕíä)Ì È âêÍd×�Û È Õ�ÙzÛ È Õ È Õ_è
á_Î È Ò È Õ�è¦Û�ÒÏÒUÝ�ÎªÛ�ÒUÑ æ$6 Ì_Í¡ÒUÔ�×¦á_ÝBÙªÛ�Ù È ÔSÕ�ÛSâkÙ È ×2Í ß å ÔSÎ ß ÍÏÜSÍÏÎzÛ�â ç ×¦ÍÏÎ È Ò�Û�ÕëÛ�Õ�Þ���Ý_ÎØÔ�ákÍ�Û�ÕíÔSáBÙ È ÔSÕ ß ½�ä)Ì_ÍÏÎªÍ
S = 10

é
n = 40

é
σ = 30%

é
r = .04

Û�Õ�Þ
X = 10

¾(ÛSÎØÍ/Þ Èêß á_âàÛWÑ�Í�Þ È ÕíÙªÛSÐ_âãÍ e æ f å Ô�Î ß Ô�×¦ÍdÒzÌ_Ô ß ÍÏÕ�Ù È ×¦Í
È Õ�ÙØÍ�ÎØÜ�Û�â ß Ô�ÕëÛ ß ÙzÛ�Õ�Þ_ÛSÎªÞÁËõ���¤ �i�ä È ÙØÌ

2 ∗ 128MB
� ! ) ç �1ÛSÕ�Þ

800
��3�h �ÍÏÕ�Ù È Ý�×ÉËØËØËõá_ÎØÔ_ÒUÍ ßªß Ô�Î æ

6 Ì_Í ß ÍdÎªÍ ß Ý_âãÙ ß)ß Ì_ÔOä»Û2èSÎªÍ�Û�Ù È ×¦á_ÎªÔQÜSÍÏ×¦ÍÏÕ�Ù È ÕíÙØÌ_Í¡Û�ÒÏÒUÝ�ÎªÛ�ÒUÑ	Û ß äõÍ�âãâGÛ ß ÙªÌ_Í¡ÒUÔ�×2á�ÝBÙªÛ�Ù È ÔSÕ�ÛSâ ß ákÍÏÍWÞ�ä È ÙªÌ
ä)Ì È ÒªÌíÙØÌ�Ídá�Î È ÒUÍ ß Ô�åiÔSá_Ù È ÔSÕ ß ÛSÎØÍ�Ô�ÐBÙªÛ È Õ�Í�Þ æ
! Ý_ÍdÙØÔ¦ÙØÌ_Í/ÎªÍÏâàÛQÙ È ÜSÍ�âãÑ ß ÙªÎªÛ È è�Ì�ÙØå ÔSÎªäfÛ�ÎªÞÁÒ�Û�âàÒUÝ_âàÛQÙ È Ô�Õ�Ô�å�ÙªÌ_Í/ÜQÛ�âêÝ_Í ß å Ô�Î,�sÝ_ÎªÔSákÍ�ÛSÕ�Ô�áBÙ È ÔSÕ ßÏé ÙªÌ_Í/ÜQÛ�âêÝ�Û�Ù È ÔSÕ
Ù È ×¦Í ß ÛSÎØÍdÛSâã×¦Ô ß Ù È ×2×¦ÍWÞ È Û�ÙØÍ æ ç Õ_Ô�Ù È ÒÏÍ�Û�Ð_âêÍdÜQÛSâãÝ�Û�Ù È ÔSÕÁÙ È ×¦Ídå ÔSÎ3�sÝ_ÎªÔSákÍ�ÛSÕ�Ô�áBÙ È ÔSÕ ß(Èàß Ö�Î ß Ù)ÔSÐ ß Í�ÎØÜSÍWÞ�å Ô�Î
90
Ù È ×¦Í È Õ'ÙØÍÏÎªÜQÛSâ ß ä È ÙªÌ

2
ß ÍWÒUÔSÕ�Þ ßÏæ�6 Ì_Í¡Û�âêèSÔ�Î È ÙØÌ�× ÎØÍbw'Ý È ÎªÍ ß âãÍ ßØß ÙªÌ�Û�Õ

6
ß ÍWÒUÔSÕ�Þ ß ÙªÔ¦Ô�ÐBÙªÛ È ÕëÛ�ÕíÍ7�_ÛSÒ�Ù

ÜQÛSâãÝ�Í*å Ô�Î�Ûy�sÝ_ÎªÔSákÍ�ÛSÕxifÛSâãâDä È ÙªÌ
150

Ù È ×¦Í È Õ�ÙØÍ�ÎØÜ�Û�â ßÏæ ç ��ÔSÕ'ÙØÍjifÛ�ÎªâãÔ2� È ×#Ý_âàÛQÙ È Ô�ÕëÛ�âêèSÔ�Î È ÙØÌ_× ½�ä È ÙªÌ
ÒUÔ�Õ�ÙªÎØÔ�âmÜQÛSÎ È ÛQÙªÍ ß ¾så ÎØÔ�×úiõÌ�ÛSÎØÕ_Í ß�6 ß�� Ê:âåá��Áä�ÍêÍ�� ýcÍ ÿh½Á�IÍ�Í�iõÌ�ÛSÎØÕ�Í ß�é ������� ¾sÝ ßØÈ Õ_è2ÙØÌ�Í ß Û�×¦Ídá�ÛSÎªÛS×2ÍÏÙØÍ�Î
ÜQÛSâãÝ�Í ß ÎØÍbw�Ý È ÎªÍ ß

25
× È ÕIÝBÙØÍ ß ä È ÙØÌ

10, 000
ÎªÍÏá_â È Ò�ÛQÙ È Ô�Õ ß ÙªÔ¦ÔSÐBÙzÛ È Õ�ÙØÌ_Í/Ô�áBÙ È ÔSÕíÜQÛSâãÝ�Í



e `

iõÔ�×¦á_ÝBÙªÛ�Ù È ÔSÕ�ÛSâmÙ È ×2Í È Õ ß ÍWÒUÔSÕ�Þ ß6(È ×¦Í È Õ'ÙØÍÏÎªÜQÛSâ ß �sÝ�ÎØÔ�ákÍ�Û�Õ
(tE)

ç ×2Í�Î È ÒÏÛSÕ
(tA)

Þ È &mÍÏÎªÍÏÕ�ÒÏÍ
(tA − tE)N�� � N N

�z� � S ee�� � a }S � � N�} Nd}fz� � e S e S|�� � f�e fze}�� N ac` a }` � N Nb|o} Nb|�|a � � �cf:N � ScaN���� � e ` f e ` eN�N�� e Soa � So`�aNW�z� S f ` e fo} aN S � f | S | | S NNbfz� f ` �
N } a |N�|�� | aca�` aca e

6 ÛSÐ_âãÍ e æ f ë iõÔS×¦á_ÝBÙzÛQÙ È ÔSÕ�Û�âmÙ È ×¦Í ß å ÔSÎ,��Ý_ÎØÔ�ákÍ�Û�ÕëÛ�Õ�Þ ç ×¦ÍÏÎ È Ò�Û�ÕíÔSáBÙ È Ô�Õ ß�æ

6 Ì_Í/ÜQÛ�âêÝ_Í ß ÔSå ß Ô�×¦Í���Ý_ÎØÔ�ákÍ�Û�ÕëÛ�Õ�Þ ç ×¦ÍÏÎ È Ò�Û�ÕëÒÏÛSâãâDÔSáBÙ È Ô�Õ ß Û�ÎªÍdÞ Èàß á�âêÛOÑSÍ�Þ È ÕíÙªÛSÐ_âêÍ e æ | æ

6(È ×¦Í ß ÙØÍ�á ß ½Z8%¾ �sÝ_ÎªÔSákÍWÛ�Õ ç ×¦ÍÏÎ È ÒÏÛ�ÕNb� N é e S }zf N é f:N a e
��� N é ScS�S N é |'� `ec� N é So` e�| N é |o}��o}eof N é f�� S } N é | a |c|S � N é f
N a � N é }~NW� af�� N é f�e�e ` N é }�� a�S}�f N é f�|o}zf N é }�|o}zeNb��� N é f ` |�e N é } `�` |

6 Û�Ð_âêÍ e æ | ë v�Û�âêÝ_Í ß ÔSå%�sÝ_ÎªÔSákÍWÛ�Õ6Û�Õ�Þ ç ×¦ÍÏÎ È Ò�Û�Õa×�Û�� È ×#Ý_× ÔSáBÙ È ÔSÕ ß Û�Ù¦ÜQÛSÎØÑ È Õ_è�Ù È ×2Í ß ÙªÍÏá ß�ñ
S = 10

é
X = 13

é
σ = 0.03

é
N = . . .

é
T = 1.5

é
r = 0.08

¾ æ

Q ÔBÔSì È Õ�è2Û�Ù(ÙØÌ_Í/ÎªÍ ß Ý_âãÙ ß�é äõÍ/Õ_Ô�Ù È ÒÏÍ�ÙØÌ�Û�Ù�Û�Õ ç ×¦Í�Î È ÒÏÛSÕíÒ�Û�âêâ®ÔSÕ�ÙªÌ_Í/×¦Ûz� È ×#Ý�× Ñ È ÍÏâàÞ ß Û ß â È è�Ì�ÙªâãÑÁÌ È è�Ì_ÍÏÎ
ÜQÛSâãÝ�Í*ÙªÌ�Û�Õ È Ù ß ÒUÔSÎªÎªÍ ß ákÔSÕ�Þ È Õ�èj�sÝ_ÎªÔSákÍWÛ�ÕíÒÏÔSÝ_Õ'ÙØÍ�ÎØá�ÛSÎJÙ æ"6 Ì Èàß è È ÜSÍ ß ÙØÌ_Í/ÎªÍÏâàÛQÙ È ÜSÍ/ÛSÞBÜ�Û�Õ�ÙzÛ�è�Í*Ô�å�ÙªÌ_Í
å ÎªÍ�w'Ý_ÍÏÕ�ÒÏÑÁÞ Èàß ÙØÎ È Ð_Ý_Ù È ÔSÕí×¦ÍUÙªÌ_ÔBÞíÔOÜSÍ�Î(ÔSÙØÌ_Í�Î(Õ�ÔSÎª×¦ÛSâmá_Î È Ò È Õ_è�Û�âêèSÔSÎ È ÙØÌ_× ß�ñIÈ Ù ß ÛSÐ È â È ÙxÑ�ÙªÔ¦Ì�ÛSÕ�ÞBâêÍ�ÙØÌ�Ídå ÎØÍÏÍ
ÐkÔSÝ�Õ�Þ_Û�ÎªÑ	ÒÏÔSÕ�Þ È Ù È Ô�Õ È Õ ç ×¦ÍÏÎ È ÒÏÛ�ÕíÔSá_Ù È ÔSÕ ß�é Û�Õ�ÞíÑ È ÍÏâàÞíÛ�ÒÏÒUÝ�ÎªÛ�ÙØÍ�ÎªÍ ß Ý_â Ù ßÏæ
6 Ì_Íh�sÝ_ÎªÔSákÍ�ÛSÕíÛSÕ�Þ ç ×¦Í�Î È ÒÏÛSÕ�Ô�áBÙ È ÔSÕ ß á�Î È ÒUÍWÞ�ÔSÕíÔSÝ_Î�Þ Èàß ÒUÎªÍUÙØÍ'T�Ù È ×¦Í�å ÎªÛS×¦ÍÏäõÔ�ÎØì	ÒUÔ�Õ'ÜSÍ�ÎØè�Í�ÙØÔ¦ÙØÌ_Í È Î



e a

ÒUÔ�Õ�Ù È ÕIÝ_ÔSÝ ß Ù È ×2Í/â È × È Ù ß Û ß äõÔ�Ý_âêÞ�ÐkÍ/Í'�BákÍWÒ�ÙØÍWÞÄ½ ß ÍÏÍ¡ÒªÌ�Û�áBÙªÍÏÎ
2
é�ß ÍWÒ�Ù È ÔSÕ

2.1
¾ æ g_ÎªÔS× ÔSÝ_Î(ÙzÛ�Ð_âêÍ é äõÍ

ÔSÐ ß Í�ÎØÜSÍ*ÙØÌ�ÛQÙ�ÒUÔ�Õ'ÜSÍÏÎªèSÍ�Õ�ÒUÍ�ÔBÒÏÒÏÝ_Î ß ÛQÙ�ÛSÐkÔSÝBÙ
150
TIákÍÏÎ È Ô_Þ ß ä È ÙªÌ�Û2ÜSÔSâàÛQÙ È â È ÙxÑ	ÔSå

0.8
æ Ë¢Õíè�ÍÏÕ_Í�ÎªÛSâ È Ù�Ì�Û ß

ÐkÍÏÍ�Õ�ÎØÍWÛ�â Èêß Í�Þ�ÙØÌ�ÛQÙfÙªÌ_Íd×¦Ûz� È ×#Ý�× ÔSå�ÛSâãâmÌ È èSÌ ß ÔSÐ ß ÍÏÎªÜSÍ�Þ	ä È ÙªÌ È ÕëÛ ßJÈ Õ_è�âãÍdÞ_ÛWÑ�Ô�Õ�Û2ÒUÔ�Õ�Ù È ÕIÝ_ÔSÝ ß Ð�Û ßJÈàß ÒÏÛ�Õ
ÔSÕ�âãÑÁÐkÍdÌ È èSÌ�ÍÏÎ)ÔSÎ)Í�w'Ý�ÛSâmÙØÔ2ÙªÌ_Í/×�Û�� È ×#Ý_× Ô�å�ÙªÌ_Í/ÔSáBÙ È Ô�ÕíÔSÐ ß ÍÏÎªÜSÍ�Þ/�xÝ ß Ù�ÔSÕ�ÒÏÍdÔSÕ�ÙØÌ�ÛQÙ�ÜSÍÏÎªÑÁÞ_ÛWÑ æ �fÑ
È ×2á�â È ÒÏÛ�Ù È ÔSÕ é Û2á_Î È Ò È Õ_è�Û�âêè�ÔSÎ È ÙªÌ_× Ô�ÕíÛ¦ÒÏÔSÕ'Ù È Õ'Ý_Ô�Ý ß å ÎzÛ�×¦ÍÏäõÔ�ÎØì Èàß ÎªÍÏâàÛQÙ È ÜSÍÏâêÑ�ÐkÍUÙØÙØÍ�Î(ÙªÌ�Û�Õ�Û¦Þ Èàß ÒÏÎØÍÏÙØÍ
á_Î È Ò È Õ�è¦ÛSâãè�ÔSÎ È ÙªÌ_×ì½ ß Í�Í�iõÔSÕ-�ÏÍ/Û�Õ�Þ�v Èàß äfÛSÕ�ÛQÙªÌ�Û�Õ é N a�a N ¾ æ
Ë¢ÕëÛ�Ò�ÙªÝ�Û�âmå�Û�Ò�Ù é ÍWÛSÒzÌíá_Î È Ò È Õ_è¦×¦ÍUÙØÌ�ÔBÞ�Ì�Û ß(È Ù ß ÔOä)ÕëÒzÌ�Û�ÎzÛSÒUÙØÍ�Î Èàß Ù È Ò ßÏé Û�Õ�Þ È ÞBÍ�Õ�Ù È å Ñ È Õ�è¦ÙØÌ_Í/×¦Ô ß Ù)Í7��Ò È Í�Õ�Ù
á_Î È Ò È Õ�è2×¦ÍUÙªÌ_ÔBÞëÞBÍÏákÍ�Õ�Þ ß ×#Ý�ÒzÌí×¦Ô�ÎØÍdÔSÕ�ÙØÌ�Í/ÔSáBÙ È Ô�ÕÁÙªÌ�ÛQÙ Èàß ÙªÔ¦ÐkÍ/ÜQÛ�âêÝ_ÍWÞ æ g�ÔSÎ�ÒÏÛ ß Í ß ä È ÙØÌíå ÍÏä ß ÙzÛQÙªÍ
ÜQÛSÎ È Û�Ð�âãÍ ßÏé Ö�Õ È ÙØÍ¡Þ È &mÍÏÎªÍÏÕ�ÒÏÍ/Û�Õ�Þ�âêÛ�ÙJÙ È ÒÏÍd×¦ÍUÙªÌ_ÔBÞ ß Ñ È Í�âêÞÁå�Û ß ÙªÍÏÎ�ÒÏÔS×¦á_ÝBÙzÛQÙ È ÔSÕ�Û�âmÙ È ×2Í#ÒUÔS×¦á�ÛSÎØÍWÞ	ÙØÔ
ßØÈ ×#Ý_âàÛQÙ È Ô�Õ�ÙØÍWÒªÌ_Õ È w'Ý_Í ß�æ �ÔQäõÍ�ÜSÍÏÎ é ä È ÙØÌ�Û�Õ È Õ�ÒUÎªÍ�Û ß Í È ÕíÙØÌ_Í¡Þ È ×¦ÍÏÕ ßØÈ ÔSÕ�Û�â È Ù¢ÑÁÔ�å�ÙªÌ_Í/á_ÎØÔ�Ð_âêÍÏ× é_ßØÈ ×#Ý_âàÛQÙ È Ô�Õ
×¦ÍUÙªÌ_ÔBÞ ß ÐkÍ�ÒUÔ�×¦Íd×2Ô�ÎØÍdÍ'�	Ò È ÍÏÕ'Ù�Û�Õ�ÞíÍ'&mÍ�Ò�Ù È ÜSÍ é Õ_ÔSÕ'ÙØÌ_Í�âãÍ ßØß ÛQÙ(ÙªÌ_Í¡ÒUÔ ß Ù)Ô�å?ÒUÔS×¦á_ÝBÙzÛQÙ È Ô�Õ�Û�âmÙ È ×¦Í æ46 Ì_Í
å ÎªÍ�w'Ý_ÍÏÕ�ÒÏÑÁÞ Èàß ÙØÎ È Ð_Ý_Ù È ÔSÕëÛSá_á_ÎªÔ�ÛSÒzÌ�Þ Èêß ÒUÝ ßªß Í�Þ È ÕíÙØÌ Èêß ÙªÌ_Í ßØÈêß á_ÎªÔOÜ È ÞBÍ ß Û ß Ý È ÙªÛSÐ_âêÍ/ÒUÔ�×2á�ÎØÔ�× Èàß Í*å ÔSÎ(å ÎªÍÏÍ
ÐkÔSÝ�Õ�Þ_Û�ÎªÑ�á�ÎØÔ�Ð_âãÍ�× ßÏé ÔSá_Ù È ×¦ÛSâ ß ÙØÔ�á_á È Õ_è2Ù È ×¦Í/á_ÎØÔ�Ð_âêÍÏ× ßÏé Í7��Ò È Í�Õ�ÒUÑ�Û�Õ�ÞíÒUÔ�×2á_Ý_ÙªÛQÙ È ÔSÕ�ÛSâkÙ È ×¦Í æ
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ß
6 Ì_Ô�Ý_èSÌ�ÙØÌ_Í/×�Û È ÕíÔ�Ð~�xÍWÒ�Ù È ÜSÍ/Ô�å�ÙØÌ Èêß ÙªÌ_Í ßØÈêß äfÛ ß ÙØÔ È ×¦á_âãÍ�×¦ÍÏÕ�Ù�ÙØÌ_Ídå ÎªÍ�w'Ý_Í�Õ�ÒUÑ�Þ Èêß ÙªÎ È Ð_ÝBÙ È Ô�ÕëÛ�á_á�ÎØÔ'ÛSÒzÌ È Õ
ÜQÛSâãÝ È Õ_è¦×�Û�� È ×#Ý_× ÔSáBÙ È Ô�Õ ßÏé Û2ÕIÝ_×#ÐkÍÏÎ�ÔSåiÎØÍ�âêÛ�ÙØÍ�Þ�á_Î È Ò È Õ_è¦á_ÎªÔBÒÏÍ�ÞBÝ_ÎªÍ ß äõÍ�ÎØÍdÎªÍÏÜ È Í�äõÍ�Þ æ"6 Ì�ÍdÍ�ÜSÍÏÎ
È Õ�ÒUÎªÍ�Û ßJÈ Õ_è¦ÒUÔS×¦á_âêÍ'� È Ù¢ÑÁÔ�å�Þ_ÍÏÎ È Ü�ÛQÙ È ÜSÍ ß Í�ÒUÝ�Î È Ù È Í ß(È Õ�ÙªÌ_ÍdÖ�Õ�ÛSÕ�Ò È Û�â®×�Û�ÎªìSÍÏÙ ß ÒÏÔSÕ'Ù È Õ'Ý_Ô�Ý ß ÙØÔ	ÒUÎªÍ�ÛQÙªÍ�×¦ÔSÎªÍ
ÒzÌ�Û�âêâãÍ�Õ_èSÍ ß ÙªÔ�ÛSÒ�ÒUÝ_ÎzÛQÙªÍ�ÔSáBÙ È Ô�Õ�á�Î È Ò È Õ_è æ�6 Ì�Í/ÒzÌ_Ô È ÒUÍdÔSåiä)Ì È ÒzÌëá_Î È Ò È Õ_è¦×¦ÍUÙØÌ�ÔBÞÁÙªÔ È ×¦á_âãÍ�×2Í�Õ�Ù È Õëá_Î È Ò È Õ�è
Û�ÕíÔ�áBÙ È ÔSÕëÞBÍ�ákÍÏÕ�Þ ß ×#Ý�ÒzÌë×¦ÔSÎªÍ�Ô�Õ�ÙØÌ_Í È Õ�ÙªÎ È Õ ßØÈ Ò/ÒªÌ�ÛSÎªÛ�Ò�ÙØÍ�Î Èàß Ù È Ò ß ÔSå�ÙØÌ_Í/Ô�áBÙ È ÔSÕ È Õ(w'Ý_Í ß Ù È Ô�Õ æ ��Ô�ÎØÍ
ßØÈ ×¦á_âêÍÏÎ)á�ÛQÙØÌ:T È Õ�ÞBÍÏákÍ�Õ�ÞBÍÏÕ'Ù�ÔSáBÙ È ÔSÕ ß ÒÏÛSÕíÍ�Û ßØÈ âãÑ	ÐkÍ/á_Î È ÒUÍWÞÁÙØÌ_ÎªÔSÝ_è�ÌÁÙªÌ_Í/Ð�Û ßØÈ Ò��fâàÛSÒzìcT:�BÒzÌ_ÔSâêÍ ß á_Î È Ò È Õ_è
×¦ÍUÙªÌ_ÔBÞ ß�é ×¦ÍWÛ�Õ'ä)Ì È âêÍdÎªÍ�Û�â®ÔSá_Ù È ÔSÕíá_Î È Ò È Õ_è¦á_ÎªÔSÐ�âãÍ�× ß ä)Ì È ÒzÌëÛ�ÎªÍ�ÔSå¤ÙØÍ�Õí×¦ÔSÎªÍ4^UÍ'�BÔ�Ù È Ò�^)ÙªÌ�Û�ÕíÖ�Õ�ÛSÕ�Ò È Û�â
ÞBÍ�Î È ÜQÛ�Ù È ÜSÍ ß á_Î È Ò È Õ�è2á�ÎØÔ�Ð_âãÍ�× ß ½�ä È ÙªÌ ß ÍÏÜSÍÏÎzÛ�â ß ÙªÛ�ÙØÍdÜ�Û�Î È ÛSÐ_âãÍ ß ÛSÕ�Þ�×#Ý_âãÙ È T�å�Û�Ò�ÙØÔ�Î)×2Ô_ÞBÍÏâ ß ¾õå ÎØÍbw�Ý�ÍÏÕ�ÙªâãÑÁÎªÍÏâêÑ
ÔSÕíÕIÝ_×¦ÍÏÎ È Ò�Û�âmÙªÍ�ÒªÌ�Õ È w'Ý_Í ßÏæ
�fÍ�Ò�Û�Ý ß Í�Ô�å�ÙªÌ_Í È Î�ÒªÌ�ÛSÎªÛ�Ò�ÙªÍÏÎ Èêß Ù È Ò�Õ�Û�ÙØÝ_ÎªÍ é á�ÛQÙØÌ:TIÞBÍ�ákÍÏÕ�ÞBÍ�Õ�Ù�ÔSáBÙ È ÔSÕ ß ÛSÎØÍ�á�Û�ÎØÙ È ÒUÝ_âàÛ�ÎªâãÑ	Þ È �	ÒUÝ�â Ù�ÙØÔ¦á�Î È ÒUÍ é
Û�Õ�Þ�Ý ß Ý�Û�âêâãÑÁÎØÍ�ÒÏÔS×¦×¦ÍÏÕ�ÞÁÙØÌ�Í/Ý ß Í/Ô�åiÎªÔSÐ_Ý ß Ù)ÜQÛ�âêÝ�Û�Ù È ÔSÕÁÙªÍ�ÒzÌ_Õ È w�Ý�Í ßÏæ Ë¢ÕíÙØÌ_Í¡ÒÏÔSÝ_Î ß Í�Ô�å�ÙØÌ Èêß�ß ÙØÝ�Þ_Ñ é äõÍ
ÎªÍÏÜ ÈêßØÈ ÙØÍ�ÞÁÙØÌ�ÎØÍ�Íd×�Û��¢Ô�Î�Û�á_á_ÎªÔ�Û�ÒªÌ_Í ß ákÔ�á_Ý_âàÛ�ÎªâãÑ	Ý ß ÍWÞ È Õ�Ö�Õ�Û�Õ�Ò È ÛSâ®×�Û�ÎªìSÍUÙ ß ÙØÔ�ÜQÛ�âêÝ_Íd×�Û�� È ×#Ý_×
½ á�ÛQÙØÌ:TIÞBÍ�á�Í�Õ�ÞBÍ�Õ�Ù�¾(ÔSáBÙ È Ô�Õ ß�ñ
6 Ì_Í�Ö�Õ È ÙªÍ !*È &mÍÏÎªÍÏÕ�ÒÏÍd×¦ÍÏÙØÌ_ÔBÞ é-6 Ì_Íh� È Õ_ÔS× È Û�â®âàÛQÙJÙ È ÒUÍ/ÛSá_á_ÎªÔ�ÛSÒzÌ�ÛSÕ�ÞÁÙªÌ_Í
��Ô�Õ�ÙØÍjifÛ�ÎªâãÔ2� È ×#Ý_âàÛQÙ È Ô�Õ�ÙØÍWÒªÌ�Õ È w'Ý_Í ßÏæ
��È ÜSÍÏÕëÛ ß Ý È ÙªÛSÐ_âãÍ/×¦ÔBÞBÍÏâ é ÙªÌ_Ídå ÎªÍ�w'Ý_ÍÏÕ�ÒÏÑÁÞ Èàß ÙØÎ È Ð_Ý_Ù È ÔSÕí×¦ÍÏÙØÌ_ÔBÞíá_ÎªÔOÜ È ÞBÍ ßfÈ Õ�ÒÏÔS×¦á�Û�ÎzÛ�Ð�âãÍdÒUÔ�×¦á_ÝBÙªÛ�Ù È ÔSÕ�ÛSâ
ß ákÍÏÍ�Þ ß)È Õëá_Î È Ò È Õ_è�Þ Èàß ÒUÎªÍUÙØÍ�Ù È ×¦Í/á�Û�ÙØÌ~TBÞBÍÏákÍ�Õ�ÞBÍÏÕ'Ù�ÔSáBÙ È Ô�Õ ßÏæ"# Ì È âêÍ/��Ô�Õ�ÙØÍjifÛ�ÎªâãÔ ßØÈ ×#Ý�âêÛ�Ù È ÔSÕëÛ�á�á_ÎØÔ'ÛSÒzÌ_Í ß
½ ß ÍÏÍs¢ æ � æ iõÌ�ÛSÎØÕ_Í ßÏé �z�c��� ¾õÛ�Õ�ÞíÔ�ÙØÌ�ÍÏÎ�Þ Èàß ÒÏÎØÍÏÙØÍ�Ù È ×¦Í/×¦ÍUÙØÌ�ÔBÞ ß ÞBÍ ß ÒUÎ È ÐkÍWÞ È Õx�Ý_âêâ4½ N a�aca ¾�×�ÛWÑÁá_ÎªÍ ß ÍÏÕ�Ù

S �



S N

Û�âê×¦Ô ß Ù)Û�ÒÏÒÏÝ_ÎªÛ�ÙØÍ�ÎªÍ ß Ý_âãÙ ß�é ÙØÌ Èàß ÒÏÛSÕ�Ô�Õ_âêÑ	ÐkÍ¡ÞBÔSÕ_Í¡ÛQÙ(ÙªÌ_Í¡ÒUÔ ß Ù)ÔSå�ÒUÔS×¦á_ÝBÙzÛQÙ È Ô�Õ�Û�â ß ákÍÏÍ�Þ æ ç ÕëÛ�Þ_ÞBÍWÞ
ÛSÞ_ÜQÛ�Õ'ÙªÛSèSÍ*ÔSå�ÙØÌ_Ídå ÎªÍ�w'Ý_Í�Õ�ÒUÑ�Þ Èêß ÙØÎ È Ð_ÝBÙ È ÔSÕ�Û�á_á_ÎªÔ�Û�ÒªÌ Èêß)È Ù ß Û�Ð È â È ÙxÑ	ÙØÔ¦Ñ È ÍÏâàÞ�Í7�BÛ�Ò�Ù)ÔSá_Ù È ÔSÕíÜQÛSâãÝ_Í ß ä È ÙªÌ_ÔSÝBÙ
ÒUÔ�×¦á_ÎØÔ�× ÈêßØÈ Õ�è2ÒÏÔS×¦á_ÝBÙzÛQÙ È ÔSÕ�Û�â ß ákÍ�Í�Þ æ ��Ô ß Ù)ÔSÙØÌ_Í�Î)ÒÏÔS×¦á�ÛSÎªÛSÐ_âãÍ�×¦ÍUÙªÌ_ÔBÞ ß ÒÏÛSÕ�Ô�Õ_âãÑÁá_ÎªÔOÜ È ÞBÍ
Û�á�á_ÎØÔd� È ×�Û�ÙØÍ�ÜQÛ�âêÝ_Í ß ä)Ì�Ô ß ÍdÛ�ÒÏÒUÝ_ÎzÛSÒÏÑ�ä È âêâ®å Ý_ÎØÙØÌ_ÍÏÎ�ÞBÍ�ákÍÏÕ�ÞíÔSÕíÍ�ÎØÎªÔSÎ)ÒUÔSÎªÎªÍ�Ò�Ù È Ô�Õ	ÙØÍWÒªÌ�Õ È w'Ý_Í ßÏæ
��Ô ß Ù)ÔSå�ÙØÌ_Í/Í7�BÛS×¦á_âãÍ ß Ý ß ÍWÞÁÙªÔ�ÞBÍÏ×¦Ô�Õ ß ÙªÎªÛ�ÙØÍdÔSÝ_Î)á_Î È Ò È Õ�è2×¦ÍUÙªÌ_ÔBÞëÛ�ÎªÍ�Ð�Û ß ÍWÞÁÔ�ÕëÒÏÛ�âêâ ß Ô�Õ��sÝ_ÎªÔSákÍWÛ�ÕíÛSÕ�Þ
ç ×¦Í�Î È ÒÏÛSÕ�×�Û�� È ×#Ý_× ÔSá_Ù È ÔSÕ ß�é Ì_ÔQäõÍÏÜSÍ�Î é ÙØÌ_Í¡ÛSâãè�ÔSÎ È ÙªÌ_× Ò�Û�ÕëÛ�â ß Ô¦Ð�Í/Ý ß Í�Þ�ÙØÔ¦á_Î È ÒUÍ/Û�âêâ®ÔSÙØÌ_Í�Î(å ÔSÎª× ß ÔSå
á�Û�ÙØÌ~TBÞBÍÏákÍÏÕ�ÞBÍÏÕ'Ù%ifÛSâãâGÛ�Õ�Þ�á�ÝBÙ�ÔSá_Ù È ÔSÕ ß Ð'Ñ ßØÈ ×¦á_âãÑÁÎªÍ�ÞBÍÏÖ�Õ È Õ_è2ÙØÌ_Í/á�ÛOÑSÔz&Óå Ý_Õ�Ò�Ù È Ô�Õ

Ct

Ô�Î
Pt

ä È ÙØÌ
ÎªÍ ß ákÍ�Ò�Ù(ÙªÔ2ÙØÌ_Í/Ô�áBÙ È ÔSÕ�ÙªÔ¦ÐkÍ/ÜQÛ�âêÝ_Í�Þ æ
� È Õ�ÞIå Ý_âGÔ�å�ÙØÌ_Í/ÜQÛ�Î È ÍUÙxÑ�Ô�åiÜSÔSâàÛQÙ È â È ÙxÑÁÛ�Õ�ÞíÒUÔ�Õ'ÜSÍÏÎªèSÍ�Õ�ÒUÍ ÈàßØß Ý_Í ß ÙØÔ¦ÐkÍ/ÒÏÔSÕ ßØÈ Þ_ÍÏÎªÍ�Þ È ÕíÎªÍÏâàÛQÙ È Ô�Õ	ÙªÔ2×�Ûz� È ×#Ý_×
ÔSá_Ù È ÔSÕíÜQÛSâãÝ�Û�Ù È ÔSÕ é ÙØÌ Èêß Û ß ákÍ�ÒUÙ)Ô�å�ÙªÌ_Í¡Û�Õ�ÛSâãÑ ßØÈêß Ì�Û ß Õ_ÔSÙ)ÐkÍÏÍ�ÕëÞBÝ�ÍÏâêÑ	ÙØÎªÍ�ÛQÙªÍ�Þ È Õ�ÙªÌ Èêß ÙªÌ_Í ßØÈàßÏæÁ6 Ì_ÔSÝ�èSÌ
ÒUÔ�Õ'ÜSÍ�ÎØè�ÍÏÕ�ÒUÍ�Ô�å�Þ Èàß ÒUÎªÍUÙØÍdÔ�áBÙ È ÔSÕíá_Î È Ò È Õ_è2×¦ÔBÞ_ÍÏâ ß ÙØÔ	ÒUÔSÕ'Ù È Õ'Ý_Ô�Ý ß å ÎzÛ�×¦ÍÏäõÔ�ÎØì ß ákÔ ß Í�Õ_Ô�ÎØÍWÛ�âDÞ È �	ÒÏÝ_â ÙxÑÁÙØÔ
ÛSÒ�ÒUÝ_ÎzÛQÙªÍdÞBÍÏÎ È Ü�ÛQÙ È ÜSÍ ß á_Î È Ò È Õ_è éBÈ Ù�äfÔSÝ_âàÞ�ÐkÍdäfÔSÎØÙØÌ'ä)Ì È âêÍ�ÙØÔ¦ÎªÍ�ÒÏÔSÕ ßØÈ ÞBÍÏÎ(ÜSÔSâàÛQÙ È â È Ù¢ÑÁÛSÕ�ÞíÒUÔ�Õ'ÜSÍ�ÎØè�ÍÏÕ�ÒÏÍ
á_ÎªÔSákÍÏÎØÙ È Í ß ÎØÍ�âêÛ�Ù È Õ_èMÙªÔ2ÙØÌ_Í¡ÛSá_á_ÎªÔ�Û�ÒªÌ_Í ß á_ÎªÍ ß ÍÏÕ'ÙØÍ�Þ È ÕíÙØÌ Èàß ÙØÌ_Í ßJÈàß�æ
ç Õ�Ô�ÙØÌ�ÍÏÎ È ×¦ákÔSÎØÙªÛSÕ�Ù)á_ÎªÔSákÍ�ÎJÙxÑ�ÔSåi×¦Ûz� È ×#Ý�× ÔSáBÙ È Ô�Õ ß ÙØÌ�Û�Ù)Ì�Û ß Õ_ÔSÙ)ÐkÍÏÍ�ÕëÒÏÔOÜSÍ�ÎØÍWÞÁÐ'ÑÁÔSÝ_Î(å ÎªÍ�w'Ý_Í�Õ�ÒUÑ
Þ Èàß ÙªÎ È Ð_ÝBÙ È Ô�Õí×¦ÍUÙªÌ_ÔBÞíá_ÎØÍ ß Í�Õ�ÙØÍWÞ È ÕíÙØÌ Èêß ÙªÌ_Í ßØÈêß)Èàß ÙªÌ_Í Èêßªß Ý_ÍdÔ�åu�xÝ_×¦á~TBÞ È &mÝ ßØÈ Ô�Õëá_ÎªÔBÒUÍ ßØß Í ßfÈ Õ È Õ'ÙØÍ�ÎØÍ ß Ù
ÎzÛQÙØÍ ßÏé ä)Ì È ÒªÌëá_ÎªÔBÞBÝ�ÒÏÍdÒÏÔSÕ ßØÈ Þ_ÍÏÎzÛ�Ð_âêÑ�Ì È èSÌíá_Î È Ò È Õ_è2Í�ÎØÎªÔSÎ ß å ÔSÎ)Ô�áBÙ È Ô�Õ ß ÙØÌ�Û�Ù)×�Û�ÙØÝ_ÎªÍdÍ�ÛSÎØâ È Í�Î æ Ë Ù�äõÔ�Ý_âàÞ�ÐkÍ
Ô�å È Õ�ÙªÍÏÎªÍ ß Ù(ÙªÔ�ÒUÔ�Õ ßJÈ ÞBÍ�Î)Û�ÕëÛ�Þd�xÝ ß ÙØ×¦ÍÏÕ'Ù)å ÔSÎ��¢Ý�×2á:TIÞ È &kÝ ßJÈ ÔSÕëá_ÎªÔBÒUÍ ßØß Í ßfÈ ÕíÔ�Ý_Î(ÎªÍÏâàÛQÙªÍ�Þ�×¦ÔBÞBÍÏâ æ
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�(Û�ÎªÔSÕ_Í79 ç ÞBÍ ßJÈ�é:�2æ À # Ì�ÛSâãÍ�Ñ é ) æãé ½ N ac` } ¾ é ���	Ò È Í�Õ�Ù ç Õ�ÛSâãÑ'Ù È Ò ç á_á_ÎªÔd� È ×�ÛQÙ È Ô�Õ�Ô�å ç ×2Í�Î È ÒÏÛSÕ�Ô�áBÙ È ÔSÕ
vsÛ�âêÝ_Í ß�é§¦ ázÊ:â�Ë�ä�Í�áõà)¨ � Ë�äzË � Î é � M ë ec�
N T eS�z� æ

�fÍÏÕ_Õ È Õ_è'Û é � æêé �'ÙªÍ È Õ_×¦ÍUÙå� é ) æ ÀÒ�IÙØÎªÔSÝ_è�Ì�Û È Î é ¢ æãé ½ N a�a e ¾OË¢×¦á_âêÍÏ×¦ÍÏÕ'Ù È Õ_è�8�Ý_×¦ÍÏÎ È Ò�Û�â O áBÙ È Ô�Õ� sÎ È Ò È Õ_è
��ÔBÞBÍ�â ß�éª©  ÎJ"�äzæ  Î�C2äzæ �� ä ¦ á�Ê:â�Ë�ä�Í k ô � ë |�| 9 }ze æ

�fÍUÙ ßJÈ ×�Û ß�é�!�È × È ÙªÎ Èàß�é .�Ô�è�Û�Õ é Q æ À Q Ô é ç æêé ½ �z���c� ¾ é$# Ì_ÍÏÕ Èàß Ù È ×¦Í¡ÒUÔ�Õ�Ù È ÕIÝ_ÔSÝ ß!«'¦ á�Ê:â�Ë�ä�Í áÓà¬¨ � Ë�ä�Ë ��� äzÍ
� � ázË�áBC �� ÿ¬Y ë e�e T S � æ

�fâêÛ�Òªì é g æ À �BÒªÌ_Ô�âãÍ ßÏé � æãé ½ N a }�e ¾ é"6 Ì_Íh sÎ È Ò È Õ_è¦ÔSå O áBÙ È ÔSÕ ß Û�Õ�ÞxiõÔ�ÎØákÔ�ÎªÛQÙØÍ Q È Û�Ð È â È Ù È Í ßÏé8¦ á�Ê:â�Ë�ä�Í áÓà
(,á�Í � æ �� ä�Í � � ázË�áBCU�/_ F ½ N a }�e ¾ é ë |�eo} T |�e S�æ

�fÎØÍ�Õ_Õ�ÛSÕ é � æ À/�BÒzÌ'ä(Û�ÎØÙå� é � æêé ½ N a } ` ¾ é g È Õ È ÙªÍ !*È &mÍÏÎªÍÏÕ�ÒÏÍ/��ÍUÙªÌ_ÔBÞ ß Û�Õ�Þ�¢�Ý_×¦á� �ÎØÔBÒÏÍ ßªß Í ß Û�Î ÈêßØÈ Õ�è È ÕíÙØÌ_Í
á_Î È Ò È Õ_è¦Ô�å�ÒÏÔSÕ'Ù È Õ_èSÍ�Õ�Ù�ÒÏâêÛ È × ß�é§¦ á�Ê:â�Ë�ä�Í�áõà)¨ � Ë�ä�Ë � ÎyäzË�Ì�®�Ê-ä�Ë-æ � æºä�æ � $�Î°¯%Ë�äzÍ±�dÿ � ÿ F:k ë:S |'� T S } S�æ

iõÌ�ÛSâêÛ ß ÛSÕ È·é  æêé ½ N aca�` ¾ é  sÎªÔSè�ÎªÛS×2× È Õ_èj sÎªÔz�xÍ�ÒUÙ ë � È Õ�ÔS× È ÛSâ T~��ÔBÞBÍ�âmÔSáBÙ È Ô�Õ�Ü�Û�âêÝ�ÛQÙ È Ô�Õ é ãÁázâ �B� Ë��h÷-ä5÷
Î7â é
��Õ È ÜSÍÏÎ ßØÈ ÙxÑ	ÔSåÁifÛ�â È å Ô�ÎØÕ È Û æ

iõÌ�ÛSÎØÕ_Í ßÏé ¢ æêé ½ �z�c��� ¾ é � ßØÈ Õ_è � È ×#Ý_âàÛQÙ È Ô�Õ�å ÔSÎ O áBÙ È ÔSÕ� sÎ È Ò È Õ_è é (Çâåá � Î�Î5Ì � Ë��zÿjáÓà�æ  ÎJ²�³´³�³µ& � Ë-æºÎ'â
¶ � CyÊ:ÍÏä�æ � á�Ë·�Áá�Ë�à'Î7âåÎ7Ë � Î éu! Í�ÒÏÍÏ×#ÐkÍÏÎ ������� é O ÎªâêÛSÕ�ÞBÔ é �%� ç æ

iõâêÍÏä)âêÔOä é Q æ À�iõâàÛOÜSÍÏÎªÌ È âêâ é ç æêé ½ N a�ac` ¾ é O Õ�ÙØÌ_Í�� È ×#Ý_âàÛQÙ È Ô�ÕíÔ�å�ÒÏÔSÕ�Ù È Õ�èSÍÏÕ'Ù�ÒÏâêÛ È × ß�é§¦ á�Ê:â�Ë�äzÍ áÓà
ò Î7â � $�ä�æ � $dÎ'ÿ3MÖ½ N a�azS ¾ é ë |�| æ

iõâêÍÏä)âêÔOä é Q Í ß À/�'ÙªÎ È ÒzìIâêÛSÕ�Þ é iõÌ_Î Èàß�é ½ N a�a�` ¾ é Ë¢×¦á_âêÍÏ×¦ÍÏÕ'Ù È Õ_è ! ÍÏÎ È Ü�ÛQÙ È ÜSÍ ß ��ÔBÞBÍ�â ß�é ¢�ÔSÌ_Õ #�È âãâêÍÏÑ�À/�BÔSÕ ß�æ
iõÔSÕ-�ÏÍ é ç æ À�v Èêß äfÛ�Õ�ÛQÙØÌ�Û�Õ é ç æãé ½ N aca N ¾ é  �Û�ÙØÌ ! ÍÏákÍÏÕ�ÞBÍÏÕ'Ù O á_Ù È ÔSÕ ß�ë�6 Ì_ÍjifÛ ß Í�ÔSå Q ÔIÔSìIÐ�Û�Òªì O áBÙ È Ô�Õ ß�é

¦ á�Ê:â�Ë�äzÍ áÓà¬¨ � Ë�ä�Ë � Î3�Áû�¸ G é ç Ý_èSÝ ß Ù N aca N æ
S �



S e

iõÔd� é ¢ æ i æãé ))Ô ßØß�é � æ ç æ Àh))Ý_Ð È Õ ß ÙØÍ È Õ é � æ ½ N a } a ¾ é O áBÙ È Ô�Õ� sÎ È Ò È Õ_è ë Û2� È ×¦á_â È Ö�ÍWÞ ç á�á_ÎØÔ'ÛSÒzÌ é§¦ ázÊ:â�Ë�äzÍ
áõà)¨ � Ë�ä�Ë ��� äzÍ � � ázË�áBC �� ÿ�¹ é ½ N a } a ¾ é ë �S� a 9 �z|ze æ

! Ý:��Í éu!#æêé ½ N aca | ¾ é-! ÑIÕ�ÛS× È Ò ç ßªß ÍÏÙ, sÎ È Ò È Õ_è 6 Ì_ÍÏÔ�ÎØÑ é
2nd

Í�Þ æãé (Çâ � Ë � Î7æºá�ËBö$Ë � $�Î7â�ÿ � æD�U(ÇâåÎ'ÿ�ÿ é  sÎ È Õ�ÒÏÍUÙØÔ�Õ é
8¬¢ æ

g�ÎªÛSÕ_ìSÍ é ¢ æêé ���ÎzÞBâêÍ é:#^æ Àh*ÛQå Õ_Í�Î é i æêé ½ �����
N ¾ æ � È Õ_å»º�Ì_ÎØÝ�Õ_è È ÕëÞ È Í��'ÙªÛ�Ù Èàß Ù È ì�Þ_ÍÏÎ3g È Õ�Û�Õ
��×2��Îªì�ÙªÍ é
¶ ÷�â � Ë��oÎ'â½¼uÎ7â�ÍÏä}� é �fÍÏÎªâ È Õ æ

� ÎªÍÏÍÏÕ é i æ Àhg È èSâêÍÏä ß ì È·é � æ ½ N a�a�a ¾ é �ÓÛ�ÎªìSÍUÙÇ) Èêß ì�ÛSÕ�Þr��ÔBÞBÍÏâ�) Èêß ì2å Ô�ÎfÛjg È Õ�Û�Õ�Ò È ÛSâ é ¢SÔSÌ�Õ #�È âãâêÍÏÑ À/�IÔ�Õ ßÏæ
��SÎªÞ_âãÍ é:#^æãé ½ �����
N ¾ é �'ÙzÛQÙ Èêß Ù È ì�ÞBÍÏÎ�g È Õ�ÛSÕ
�Ï×2��Îªì'ÙØÍ é¿¾ Î � æZÊ:âåÎ)À�ázæ Î'ÿ!Á�Î A È5ábá � ÿ é ËÓ�:� é �Ý_×#ÐkÔSâàÞIÙ

��Õ È ÜSÍÏÎ ßØÈ Ù��QÙ,�ÏÝx�fÍÏÎªâ È Õ é �fÍÏÎªâ È Õ æ
�Ô é
6dæ � æãé ½ N a�a � ¾ æ �ÓÛSÕ�Û�è È Õ_è2Ë¢âêâ È w'Ý È Þ��fÔSÕ�Þ ß Û�Õ�ÞÁÙªÌ_Í Q È Õ_Í�ÛSÎ� ?ÛQÙªÌx�Bá�ÛSÒUÍ é§¦ á�Ê:â'Ë�ä�Í�áõà)¨ � ý~Î5Ìjù�Ë � áBC�Î ë

` � 9 a�S_æ
�Ý�âãâ é ¢ æ i æ ½ N a�aca ¾ é O áBÙ È Ô�Õ ßÏé å Ý_ÙØÝ_ÎªÍ ß Û�Õ�Þ�Ô�ÙªÌ_ÍÏÎ�ÞBÍ�Î È ÜQÛ�Ù È ÜSÍ ß�é

4th
Í�Þ È Ù È ÔSÕ é  �ÎØÍ�Õ�Ù È ÒÏÍh*Û�âêâ æ

¢'Û�ÎªÎØÔOä é ¢ æ i æ À # Ì È ÙØÍ é ç æêé ½ N a�a e ¾ é �Á��Ò È Í�Õ�Ù� sÎªÔBÒUÍWÞBÝ_ÎØÍ ß å Ô�Î,vsÛ�âêÝ È Õ_è��sÝ_ÎªÔSákÍWÛ�ÕíÛSÕ�Þ ç ×2Í�Î È ÒÏÛSÕ
á�ÛQÙªÌ:9 Þ_ÍÏákÍÏÕ�ÞBÍÏÕ�Ù�ÔSáBÙ È Ô�Õ ßÏé§¦ ázÊ:â�Ë�ä�Í�áõà ò Î'â � $�ä�æ � $�Î�ÿ é F é N a�a e ë �
N 9 e
N æ

¢'Û�ÎªÎØÔOä é ) æ À 6 Ý_ÎªÕ'Ð_Ý_âêâ é � æêé ½ N a }�� ¾ é4! ÍÏÎ È ÜQÛQÙ È ÜSÍh�IÍWÒUÝ_Î È Ù È Í ßÏé ¶ ázÊ:æ  ã4Î'ÿ�æ Î7â�Ë�(�Ê-È'Í � ÿ  W� Ë�� æ
¢'Û�Î È Ô�Õ é  æêé ½ N ac`�` ¾ é O Õ/�xÝ�×2áëÞ È &mÝ ßØÈ Ô�Õ�á_ÎªÔBÒUÍ ßªß Í ß�È Õ�g�ÔSÎªÍ È èSÕ �Á�BÒzÌ�ÛSÕ_èSÍdÛ�Õ�Þ��'ÙªÔBÒªì ��Û�ÎªìSÍUÙ ß�éW� Î�$ � Î'ã áõà

¨ � Ë�ä�Ë ��� äzÍ ¶ æçÊ-Ì � Î'ÿ F é ë:S �c} 9 S�S f æ
.dÍÏ×¦×�Û é ç æx�2æ À�v?Ô�Î ß Ù é ç æ i æ ½ N aca � ¾ é ç á_Î È Ò È Õ�è2×¦ÍUÙªÌ_ÔBÞ�å ÔSÎ)Ô�áBÙ È ÔSÕ ß Ð�Û ß ÍWÞ�ÔSÕ�ÙØÌ_Í¡ÛOÜSÍÏÎzÛ�èSÍdÛ ßªß ÍÏÙ

ÜQÛ�âêÝ_Í ßÏé§¦ á�Ê:â�Ë�ä�Í�áõà)Â�äzË �B� Ë��(ä�Ë�ÌS¨ � Ë�äzË � Î é Fo� é ë
a ��| T a e `_æ
Q Ô�Õ_è ß ÙªÛz& é g æ ç æ À/�BÒªÌIäfÛ�ÎØÙå� é � æ � æêé ½ N a�ac` ¾ é vsÛ�âêÝ È Õ_è ç ×¦Í�Î È ÒÏÛSÕ O áBÙ È ÔSÕ ß Ð'Ñ�� È ×#Ý_âàÛQÙ È Ô�Õ ß�ë ç ßØÈ ×¦á_âêÍ

Q Í�Û ß Ùå9º�
w�Ý�Û�ÎªÍ ç á_á�ÎØÔ'ÛSÒzÌ é öz� ¾ ¯0&yá�â �B� Ë��4(,ä5÷
Î7â é ½ ç Ý_è�Ý ß Ù N a�ac` ¾ æ
8�ÍWÛWÜSÍ é � æ  æ À/�BâêÛOÜ È Õ ß ìIÑ é � æãé ½ �z�c�
N ¾ é ç g_ÎªÍ�w'Ý_Í�Õ�ÒUÑ !*Èàß ÙªÎ È Ð_ÝBÙ È Ô�Õ ç á_á_ÎªÔ�ÛSÒzÌÁÙªÔ�vsÛSâãÝ È Õ_è2�ÓÛz� È ×#Ý_×

O áBÙ È ÔSÕ ßÏé§¦ á�Ê:â�Ë�ä�Í�áõà ò Î'â � $�ä�æ � $dÎ'ÿ é �����
N
8�ÍWÛWÜSÍ é � æ  æêé ½ N a�a } ¾ é ç g�ÎªÍ�w'Ý_ÍÏÕ�ÒÏÑ !*Èêß ÙØÎ È Ð�ÝBÙ È ÔSÕx��ÍUÙªÌ_ÔBÞ�å ÔSÎ)ÜQÛSâãÝ È Õ_è ç ÜSÍ�ÎªÛSèSÍ O áBÙ È ÔSÕ ß�é ¯�ÿ�æ � Ë

Â,Ê:ÍÂÍÏÎ'æ � Ë�M]¹ é N a�a } ë Nd}ze 9 �z�cf æ
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8�ÍWÛWÜSÍ é � æ  æ À �'ÙªÍ È Õ é i æ Q æãé ½ N a�ac` ¾ é ç á_á_ÎªÔd� È ×�ÛQÙªÍdÛSÕ�Þ����_Û�Ò�Ù,v�Û�âêÝ�ÛQÙ È Ô�Õ�ÔSå$�sÝ_ÎªÔSákÍ�ÛSÕ ç Î È ÙØÌ_×¦ÍÏÙ È Ò
ç ÜSÍ�ÎªÛSèSÍ�g È �BÍ�Þx�'ÙØÎ È ìSÍjifÛ�âêâ ß�éY� � ��æ  ¯%ËuË-Ê-äzÍ ò Î7â � $däzæ � $�Î ¶ Î � Ê:â � æ � Î�ÿ4�Áá�Ëbà'Î'âåÎ7Ë � Î é �õÔ ß ÙªÔSÕ æ

8�ÍWÛWÜSÍ é � æ  æ À�Ñ�Í é-�2æêé ½ N a�aca ¾�vsÛ�âêÝ�ÛQÙ È Ô�ÕíÔ�å ç Î È ÙØÌ_×¦ÍUÙ È Ò ç ÜSÍÏÎzÛ�è�ÍhifÛSâãâ ß�ë g_Ý_ÎØÙØÌ�ÍÏÎ3))Í ß Ý�â Ù ßÏé
(Çâåá � Î5Î�Ì � Ë���ÿ é

9th
Ë¢Õ�ÙªÍÏÎªÕ�ÛQÙ È Ô�Õ�Û�â ç giËõ)^iõÔSâêâêÔ:w'Ý È Ý�× é
6 ÔSìIÑSÔ e Sca T eo} S�æ

 sâ Èêß ìQÛ é � æêé ½ N a�a } ¾ é Ë¢Õ�ÙØÎªÔBÞBÝ�Ò�Ù È ÔSÕ�ÙªÔ2�ÓÛQÙªÌ_ÍÏ×�Û�Ù È ÒÏÛ�â g È Õ�ÛSÕ�ÒUÍ ëÁ!*Èêß ÒUÎªÍUÙªÍ 6(È ×2Í/��ÔBÞ_ÍÏâ ßÏé �fâàÛSÒzìIäõÍÏâêâ æ
))Ô ßØß�é � æ � æêé ½ N a�a�` ¾ é ç ÕëË¢Õ�ÙªÎØÔBÞBÝ�Ò�Ù È ÔSÕ�ÙªÔ2�ÓÛ�ÙØÌ_Í�×¦Û�Ù È ÒÏÛSâ�g È Õ�ÛSÕ�ÒUÍ é �Áä%C2È7â � Ì��oÎ{ö$Ë � $�Î'â�ÿ � æD�U(ÇâåÎ'ÿ5ÿ é

ifÛ�×#Ð_Î È ÞBèSÍ æ
6(È âãâêÍÏÑ é ¢ æ ç æ ½ N a�a e ¾ é vsÛ�âêÝ È Õ_è ç ×2Í�Î È ÒÏÛSÕ O á_Ù È ÔSÕ ß(È ÕëÛy ?ÛQÙªÌx� È ×#Ý_âàÛQÙ È ÔSÕ(��Ô_ÞBÍÏâ é

3th
ù'Ë-æºÎ'â�Ë�ä�æ � á�Ë�ä�Í

¯¬¨$ù � �ÁázÍêÍÏáÄÃ'Ê � ÊWC é ))Ô�×2Í é � Sca 9 �z|�| æ
#�È âã×¦Ô�ÙØÙ é  æãéu! Í # Ñ'Õ�Õ_Í é ¢ æ Àh�ÔQä Èêß ÔSÕ é � æêé ½ N a�a e ¾ é O á_Ù È ÔSÕ� sÎ È Ò È Õ�è ë ��ÛQÙØÌ�ÍÏ×�ÛQÙ È Ò�Û�â®×¦ÔBÞBÍ�â ß ÛSÕ�Þ

ÒUÔ�×2á_Ý_ÙªÛQÙ È ÔSÕ é O �Iå Ô�ÎªÞ�g È Õ�Û�Õ�Ò È ÛSâ0 sÎªÍ ßªßÏæ
#�È âã×¦Ô�ÙØÙ é  æãéu! Í # Ñ'Õ�Õ_Í é ¢ æ Àh�ÔQä Èêß ÔSÕ é � æêé ½ N a�a�` ¾ éÁ6 Ì�Íh�ÓÛ�ÙØÌ_Í�×¦Û�Ù È Ò ß ÔSå�Ö�Õ�ÛSÕ�Ò È Û�â®Í�Õ_è È Õ_ÍÏÍ�Î È Õ_è é

ifÛ�×#Ð_Î È ÞBèSÍ���Õ È ÜSÍÏÎ ßJÈ Ù¢Ñr sÎªÍ ßªßÏæ

! Í ß ÒUÎ È áBÙ È Ô�ÕíÔ�åiá_ÎªÔSè�ÎªÛ�× g�Ý_Õ�Ò�Ù È Ô�Õ ß

b¡)bçÝ Å�Ê*wxq�C_A�Æùe�<?{�@_wxAD@B>
6 Ì_Ídå ÔSâêâãÔQä È Õ_èMå Ý_Õ�Ò�Ù È ÔSÕ ß Û�ÎªÍdÒUÔ�×¦á�Ô�Õ_ÍÏÕ'Ù ß ÔSå�ÙØÌ_ÍdÙªÌ_Í¡ÒUÔ�×2á�ÝBÙªÛ�Ù È ÔSÕ�ÛSâmá_ÎªÔSè�ÎªÛ�× Ý ß Í�Þ�ÙØÔ È âêâãÝ ß ÙØÎzÛQÙªÍ�ÙØÌ_Í
Ý ß ÍdÔ�åiÙØÌ_Ídå ÎªÍ�w'Ý_ÍÏÕ�ÒÏÑÁÞ Èàß ÙØÎ È Ð�ÝBÙ È ÔSÕëÛSá_á_ÎªÔ�Û�ÒªÌ È Õëá_Î È Ò È Õ_è¦×�Û�� È ×#Ý_× ÔSáBÙ È Ô�Õ ß�é ÙØÌ Èàß á_ÎªÔSèSÎzÛ�× ÒÏÛSÕ�ÐkÍ
È ×2á�âãÍ�×2Í�Õ�ÙªÍ�ÞíÔ�ÕëÛ�Õ � á�âãÔo))ÍdË¢Õ'ÙØÍÏÎzÛSÒUÙ È ÜSÍ/�'ÙªÛ�Ù Èàß Ù È Ò�Û�â�iõÔ�×¦á_ÝBÙ È Õ_èr�IÔ�å¤ÙxäfÛ�ÎªÍ æ
N æ
CallOnMax(EuroAm,S,X, sigma,n, time, r)

6 Ì Èàß á�ÎØÔ�èSÎzÛ�× ÒÏÔS×¦á_ÝBÙªÍ ß �sÝ_ÎªÔSákÍ�ÛSÕíÛSÕ�Þ ç ×¦Í�Î È ÒÏÛSÕ�×�Û�� È ×#Ý_×ÉÒÏÛSâãâDÔSáBÙ È Ô�Õíá_Î È ÒUÍ ß Ý ßJÈ Õ_è2ÙªÌ_Í
w'Ý�Û�Õ'ÙØâêÍUÙ ß â Èêß ÙØÍWÞ�ÐkÍ�âãÔQä æ

• BinCoeff(t, i)
ifÛSâêÒÏÝ_âêÛ�ÙØÍ ß ÙªÌ_Í/Ð È Õ_ÔS× È Û�âDÒÏÔIÍ'�	Ò È ÍÏÕ'Ù ß ÎªÍ�w'Ý È ÎªÍ�Þ	å ÔSÎ(ÙªÌ_Í¡ÒUÔ�Õ ß ÙªÎªÝ�Ò�Ù È Ô�Õ�Ô�å�ÙªÌ_Ídå ÎØÍbw�Ý�ÍÏÕ�ÒÏÑ
Þ Èàß ÙØÎ È Ð_Ý_Ù È ÔSÕí×�Û�ÙØÎ È �

A(T )
æ
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• freqmat(n)
iõÔ�Õ ß ÙªÎØÝ�Ò�Ù ß ÙªÌ_Ídå ÎØÍbw�Ý�ÍÏÕ�ÒÏÑÁÞ Èàß ÙªÎ È Ð_ÝBÙ È Ô�Õí×�ÛQÙªÎ È �ÁÐ�Û ß ÍWÞÁÔ�Õ�ÙØÌ_Í/Ð È Õ_Ô�× È Û�âGÒUÔIÍ7��Ò È Í�Õ�Ù ß
Ò�Û�âàÒUÝ_âàÛQÙªÍ�Þ È Õ

BinCoeff(t, i)
ÞBÍ ß ÒUÎ È ÐkÍ�ÞíÛ�ÐkÔQÜSÍ æ

• Pmatrix(S,X,dt,u,n)

6 Ì Èàß á_ÎØÔ_ÒUÍ�Þ_Ý_ÎØÍ�Ð_Ý È âàÞ ß ÙØÌ�Í/×¦Û�ÙØÎ È ÒÏÍ ß Ô�åiÔ�áBÙ È ÔSÕíá_Î È ÒUÍ ß Û�Ù)Í�Û�ÒªÌ�Ù È ×¦Í/ákÍÏÎ È Ô_Þ
t
å ÎªÔS× ÙØÌ_Í

Ð È Õ_Ô�× È Û�âGÒUÔIÍ7��Ò È Í�Õ�Ù ßÏæ

• freqmatdown(n)
iõÔ�Õ ß ÙªÎØÝ�Ò�Ù ß ÙªÌ_Í¡ÞBÔOä)Õ:T ß á_â È Ù(å ÎªÍ�w'Ý_ÍÏÕ�ÒÏÑÁÞ Èàß ÙØÎ È Ð_Ý_Ù È ÔSÕí×�Û�ÙØÎ È ÒÏÍ ß å ÎØÔ�× ÙªÌ_Ídå ÎØÍbw�Ý�ÍÏÕ�ÒUÑÁ×�ÛQÙªÎ È �
A(T )

æ

• freqmatup(n)
�fÝ È âàÞ ß Ý_á:T ß á_â È Ù)å ÎØÍbw�Ý�ÍÏÕ�ÒUÑ�Þ Èàß ÙªÎ È Ð_ÝBÙ È Ô�Õí×�ÛQÙªÎ È ÒUÍ ß å ÎªÔS× ÙØÌ_Ídå ÎªÍ�w'Ý_ÍÏÕ�ÒUÑ	×�Û�ÙØÎ È �

A(T )
æ

• Cverted(Opvalue, i)
ÒÏÔSÕ'ÜSÍ�ÎJÙ ß Û2×�ÛQÙªÎ È �ÁÔSåiÔSáBÙ È Ô�Õ�á�Î È ÒUÍ ß ×#Ý_â Ù È á�â È Í�ÞëÐ'Ñ	ÙØÌ�Í¡ÒUÔSÎªÎØÍ ß ákÔSÕ�Þ È Õ�è#å ÎØÍbw�Ý�ÍÏÕ�Ò È Í ß(È Õ'ÙØÔ¦ÙØÌ_Í
Ô�áBÙ È ÔSÕíá�ÛOÑSÔz&Ó×�Û�ÙØÎ È � æ

• freqpat(x)
6 Ì Èàß á_ÎØÔ_ÒUÍ�Þ_Ý_ÎØÍdÒÏÎØÍWÛQÙØÍ ß Û2×�ÛQÙªÎ È ��ÒUÔ�Õ�ÙzÛ È Õ È Õ_è2Ô�Õ_âãÑ N Û�Õ�Þ � È Õ�Þ È Ò�ÛQÙ È Õ_è2ÙªÌ_Ík^�á�Û�ÙJÙªÍÏÎªÕ�^�Ô�å�ÙªÌ_Í
å ÎªÍ�w'Ý_Í�Õ�ÒUÑ�Þ Èêß ÙØÎ È Ð_ÝBÙ È ÔSÕ æ

• Cvertup(Opvalue, i)
� ß Í ß ÙØÌ�Ík^�á�Û�ÙJÙØÍ�ÎØÕ3^�Ô�å�ÙØÌ�Ídå ÎØÍ�w'Ý_Í�Õ�ÒUÑ�Þ Èàß ÙªÎ È Ð_ÝBÙ È Ô�Õ�ÙØÔ�Ð_Ý È âêÞëÛSÕ�Ý�á~T ß á_â È Ù�ÔSáBÙ È Ô�Õíá�ÛWÑ�Ôz&
×�ÛQÙªÎ È �	å ÎªÔS× ÙØÌ_Í/Ý_á
9 ß á_â È Ù)å ÎªÍ�w'Ý_ÍÏÕ�ÒÏÑÁÞ Èàß ÙØÎ È Ð_Ý_Ù È ÔSÕí×�Û�ÙØÎ È � æ

• Cvertdown(Opvalue, i)
� ß Í ß ÙØÌ�Ík^�á�Û�ÙJÙØÍ�ÎØÕ3^�Ô�å�ÙØÌ�Ídå ÎØÍ�w'Ý_Í�Õ�ÒUÑ�Þ Èàß ÙªÎ È Ð_ÝBÙ È Ô�Õ�ÙØÔ�Ð_Ý È âêÞëÛSÕíÞ_ÔOä)Õ~T ß á�â È Ù)ÔSáBÙ È Ô�Õíá�ÛWÑSÔ�&
×�ÛQÙªÎ È �	å ÎªÔS× ÙØÌ_Í/Ý_á
9 ß á_â È Ù)å ÎªÍ�w'Ý_ÍÏÕ�ÒÏÑÁÞ Èàß ÙØÎ È Ð_Ý_Ù È ÔSÕí×�Û�ÙØÎ È � æ

• Disc(Df ,p,Opvalue, i)
ÙªÌ Èêß á�ÎØÔBÒÏÍ�ÞBÝ�ÎØÍdÒÏÛSâêÒÏÝ_âàÛQÙØÍ ß ÙªÌ_Í/ÔSÕ_ÍdákÍ�Î È ÔBÞíÞ Èêß ÒUÔ�Ý_Õ�Ù�½¤å Ô�Î(ÙØÌ�Í ç ×¦ÍÏÎ È Ò�Û�ÕíÔSáBÙ È Ô�Õ ß ¾ æ
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